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Wstep

W pracy przedstawiono problematyke rozktadu cyfr znaczgcych w duzych
zbiorach danych liczbowych pochodzacych z pomiaru. Empiryczne rozktady
cyfr znaczacych opisane sg funkcjami matematycznymi ze Scisle sprecyzo-
wanymi parametrami. Odstepstwo rozktadéw empirycznych od rozktadéw
teoretycznych moze oznaczac, ze analizowany zbiér danych liczbowych za-
wiera niewiarygodne informacje. Szczeg6towa analiza rozbieznosci pozwala
ponadto wskaza¢, ktére dane s3 najmniej wiarygodne.

Narzedzia analizy rozktadéw cyfr znaczacych sg uzyteczne w kazdych
badaniach empirycznych, gdyz rzetelno$¢ danych Zrédtowych ma funda-
mentalne znaczenie dla poprawnosci wnioskéw wynikajgcych z przepro-
wadzanych analiz. Prezentowana praca zawiera charakterystyke metod
i procedur weryfikacji danych podang w przystepny sposéb i zilustrowang
praktycznymi przyktadami.

W rozdziale pierwszym przedstawiono geneze i historie odkry¢ nauko-
wych zwigzanych z szeroko rozumianymi prawami liczcbowymi, m.in. regute
Pareto, ciggi Fibonacciego i Lukasa, prawa Estoupa, Zipfa, Heapsa oraz
prawa Newcomba-Benforda.

Szczegbtowe omowienie rozktadow cyfr znaczacych, testow i miernikow
stuzgcych do oceny stopnia zbieznosci rozktadéw empirycznych z rozkta-
dami teoretycznymi przytoczone jest w rozdziale drugim. Zamieszczono tu
rowniez uzasadnienie teoretyczne praw rzadzacych rozktadami pierwszych,
drugich i kolejnych cyfr znaczacych a takze rozktadéw uogélnionych i al-
ternatywnych.

Rozdziat trzeci ma charakter narzedziowy i zawiera opis dostepnych
w Internecie, darmowych aplikacji komputerowych wykorzystywanych
w procedurach analitycznych zwigzanych z prawami Benforda rozktadu cyfr
znaczacych. Sg to m.in. programy: EZ-R Stats for Excel, Web Computer As-
sisted Audit Tool (Web CAAT), Digital Analysis Tests and Statistics (DATAS),
Benford’s Law Utility,

W kolejnym, czwartym rozdziale przedstawiono autorskie narzedzie
analizy danych wykorzystujgce makroinstrukcje arkusza kalkulacyjnego do
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realizacji ciggu obliczeh zgodnie z oméwionymi wczesniej procedurami.
Aplikacja ta udostepniona jest na stronie www.benford.pl i pozwala prze-
prowadzac ztozone obliczenia w sposéb maksymalnie zautomatyzowany.

Ostatni, pigty rozdziat zawiera przyktad petnej analizy zbioru danych
dotyczacych blisko 6 tys. faktur zakupowych apteki X. Analize przeprowa-
dzono przy pomocy narzedzia oméwionego w rozdziale czwartym wykorzy-
stujac rozktad pierwszej (F1), drugiej (D2), trzeciej (D3), dwéch pierwszych
(F2), trzech pierwszych (F3) oraz ostatniej (L1) cyfry znaczace;j.

Reasumujac, praca stanowi uzyteczne narzedzie praktyczne w zakresie
infometrii, zajmujacej sie oceng i poprawg jakosci informacji. Narzedzia
wypracowane w ramach tej dyscypliny stosowane sg w réznych obszarach
dziedzinowych takich jak: naukometria, bibliometria, infobrokering, webo-
metria itd.

Metody oméwione w pracy moga tez by¢ wykorzystane w e-learningu,
zwtaszcza w procedurach weryfikujgcych poprawnosé sprawdzianéw wiedzy
czy tez do oceny wiarygodnosci opinii studentéw pozyskiwanych w trakcie
ewaluacji kurséw e-learningowych. W dalszych badaniach przewiduje sie
wdrozenie procedur oméwionych w niniejszej monografii do szeroko rozu-
mianej polityki podnoszenia jakosci ksztatcenia w formie e-learningowe;.

Tadeusz Grabifski



Rozdziat 1
Geneza i historia wybranych praw liczbowych

1.1. Uwagi wstepne

Whpisujgc do wyszukiwarki Google hasto: Benford, Frank Benford, Benfor-
d’s Law, Prawo Benforda uzyskuje sie coraz to wiekszg liczbe odnosnikéw.
W tab. 1.1. podano te liczby w latach 2007-2013, przy czym pomiaréw do-
konywano w miesigcach wakacyjnych. Hasta podawano z requty w dwoch
opcjach: bez ograniczen jezykowych oraz tylko w jezyku polskim.

Tab. 1.1. Liczba wskazan w Google przy hastach zwigzanych ze stowem Benford w latach
2007-2013

Liczba wskazah Google | 5997 2009 2011 2013

Benford b.d. 814 000 3530 000 4810000

Benford - jezyk polski b.d. 160 000 580 000 112 000
% 19,7 16,4

Frank Benford 1800 14 600 17 000 10900

Frank Benford - jezyk polski 13 450 300 830
% 0,7 31 18

Benford's Law 39000 44000 154 000 312000

Benford's Law — jezyk polski bd. bd. 490 3010

Prawo Benforda bd. bd. 610 560

Prawo Benforda - jezyk polski 50 690 580 547

Zrédto: opracowanie wiasne.
(*) Hasto: Benford’s Law w 2005 roku — 10 000 trafien.

Wsréd pierwszych znaczen hasta Benford mozna spotkac strony dotyczace
maszyn budowlanych produkowanych przez firme Terex (Benford to marka
petnoobrotowego miniwozidta drogowego oraz walca wibracyjnego), publi-
kacji pisarza science fiction Gregory Benforda, autora podrecznikéw jezyka
angielskiego Michela Benforda, a takze witryny zawierajgce informacje o in-
nych osobach o tym nazwisku, np. Jay Benford, Alec Benford, Mark Benford,
itp. Wysoko znajduja sie witryny poswiecone synowi Harrisona Forda, wtasci-
ciela sieci restauracji w USA — Benowi Fordowi, a takze leworecznemu gwiaz-
dorowi baseballa noszgcemu to samo nazwisko. Tym niemniej dwa pierwsze
odnosniki (w jezyku angielskim) odnoszg sie do haset w Wikipedii: Frank Ben-
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ford oraz Benford's law. W jezyku polskim (w polskiej Wikipedii) na pierwszym
miejscu jest odnosnik do hasta: Frank Benford.

Whpisujac hasto: Benford wyszukiwarka Google podpowiada z reguty
nastepujace terminy: ...online, ...law,...gregory centrum galaktyki, ...czesci, ...
dumper, ...terex.

Witryny dotyczace tematyki prawa Benforda uzyskuje sie podajac zawe-
zone hasta, np. Frank Benford, czy Benford’s Law. W pierwszym przypadku
liczba tych powotan w ostatnich 4 latach na Swiecie wzrosta dziesieciokrot-
nie, z 2 tys. w 2007 r. do 17 tys. w 2011 r. Jeszcze wiekszy przyrost trafien
miat miejsce w jezyku polskim — z 13 w 2007 r. do 300 w roku 2011.
W relacji do zasob6éw swiatowych udziat witryn w jezyku polskim nie jest
duzy i zawiera sie w granicach 2-3%. Ciekawy jest fakt spadku odnosnikéw
w jezyku polskim w roku 2011 w stosunku do roku 2009. Dotyczy to zardw-
no hasta: Frank Benford, jak i hasta: Prawo Benforda.

Dla hasta Benford’s Law wyszukiwarka Google udziela nastepujgcych
podpowiedzi: ...Excel, ...examples, ...Wiki, ...proof, ...of controversy, ...explana-
tion, ...auditing, ...calculator, ...applications, ...accounting.

W tab. 1.2. podano pie¢ pierwszych witryn pojawiajacych sie w odpo-
wiedzi na hasto: Benford’s Law. Kolejno$¢ tych witryn jest prawie identyczna
we wszystkich latach. Na pierwszym miejscu jest Wikipedia, nastepnie por-
tale matematyczne — Wolfram MathWorld, MathPages, Intuitor oraz witry-
ny domowe konsultantéw, np. audytora Rexforda Swaina. Zawezajgc w wy-
szukiwarce poszukiwania do okreslonego typu zasob6éw przy hasle Benford’s
Law pokazuje sie (IX 2011) 4700 odnosnikéw do plikéw w pdf oraz 230
prezentacji w ppt.

Tab. 1.2. Piec pierwszych witryn pojawiajgcych sie w odpowiedzi na hasto: Benford's Law

Adres witryny 2007 2009 2011
www.en.wikipedia.org/wiki/Benford's_law

www.mathworld.wolfram.com/BenfordsLaw.html

www.rexswain.com/benford.html
www.mathpages.com/HOME/kmath302/kmath302.htm
www.intuitor.com/statistics/Benford's%20Law.html

Wl |luoro | —
gl |lwirn | —
S |lw | N | —

Zrédto: opracowanie wiasne.

W jezyku polskim podajac hasto: prawo Benforda na pierwszych pieciu
miejscach podawane sg witryny polskiej Wikipedii, blogdw na witrynie
wordpress.com, strona domowa, portal WSIZ w Rzeszowie oraz portal pol-
skich neuroinformatykoéw.
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Tab. 1.3. Piec pierwszych witryn pojawiajgcych sie w odpowiedzi na hasto: prawo Ben-
forda (IX 2011

Lp. Adresy witryn

www.pl.wikipedia.org/wiki/Rozktad_Benforda

www.dataminingalapolonaise.wordpress.com/2010/01/06/prawo-benforda/

www.ipipan.waw.pl/ ~ Idebowsk/uslugi/index.html

SNlw | | —

portal.wsiz.rzeszow.pl/plik.aspx?id=2618

5 | www.neuroinf.pl/Members/danek/swps/2008/Article.2008-05.../getFile

Zrédto: opracowanie wiasne.

Serwis New Scientist zaliczyt prawo Benforda do jednego z pieciu naj-
bardziej znanych odkry¢ naukowych o nieodpowiedniej nazwie'. Na tej li-
Scie (poza prawem Benforda) podano nastepujace odkrycia.

1. Salmonella - bakteria, ktérg odkryt Theobald Smith, mtody pracownik
laboratorium kierowanego przez Daniela Salmona.

2. Kometa Halleya, znana juz astronomom chinskim w Il w., a takze
J. Keplerowi 75 lat przed tym, jak Halley sformutowat hipoteze o okre-
sowosci tej komety.

3. Réwnanie Arrheniusa, opisujace zalezno$¢ miedzy szybkoscig reakcji
a temperaturg i energig aktywacji, zostato najpierw opisane przez kine-
tyka holenderskiego van Hoffa, natomiast Arrhenius 5 lat p6Zniej (po-
wotujac sie na prace van Hoffa) wyjasnit istote tej zaleznosci.

4. Choroba Hansena, czyli trad. G.A. Hansen wprawdzie pierwszy odkryt
bakterie powodujace te chorobe, ale dopiero jego kolega A. Neissser
udowodnit, ze bakterie odkryte przez Hansena faktycznie powoduja
trad.

Na powyzszej liscie znajduje sie tez prawo Benforda (first digit law) opi-
sujgce rozktad czestosci wystepowania pierwszych cyfr znaczqcych (wiodgq-
cych, leading digit)’ w duzych zbiorach liczb, w miare mozliwosci wielo-
cyfrowych pochodzacych z realnych pomiaréw oraz dotyczacych empirycz-
nych zjawisk i procesow.

Pierwszy zwrocit uwage na ten problem amerykanski astronom i ma-
tematyk Simon Newcomb, ktoéry na poczatku lat 80. XIX wieku zauwazyt,
ze strony w tablicach logarytmicznych sg bardziej zabrudzone na poczatku
ksigzki niz pod jej koniec (tablice logarytmiczne liczb 7-cyfrowych zawiera-
jg ok. 200 stron). Oznaczato to, ze z jakich$ powoddéw uzytkownicy tablic
logarytmicznych czesciej korzystali w obliczeniach z liczb mniejszych niz

" http://www.newscientist.com/article/dn14461-five-scientific-discoveries-that-got-the-wrong-
name.html? DCMP=ILC-hmts&nsref=news10_head_dn14461.

* Pierwsza cyfrg znaczacg w liczbie 0,0502 jest d,=5, druga d,=0, trzecig d,=2.

11



wiekszych (na poczatku tablic podawane sag logarytmy liczb zaczynajacych sie od
1 000 000 i potem rosng az do 9 999 999).

Swoje spostrzezenie Newcomb opublikowat w krétkim, dwustronicowym donie-
sieniu’, gdzie przytoczyt prawdopodobiefstwa pojawiania sie pierwszej i drugiej cy-
fry znaczacej, a takze stwierdzit, ze kolejne cyfry znaczace maja rozktad réwnomierny.
Ponadto ustalit, Ze mantysy logarytméw liczb majg takze rozktad réwnomierny, skad
wynikato, ze poszczegélne strony tablic antylogarytméw sg wykorzystywane z jedna-
kowga intensywnoscig i dlatego w odréznieniu od tablic logarytméw, majg jednakowo
zabrudzone brzegi. Poniewaz uzytkownicy tablic logarytméw nie czytajg ich tak, jak
czyta sie np. powies¢, lecz traktuja je jako narzedzie utatwiajgce obliczenia numerycz-
ne (wczesny komputer) i szukajg w nich wartosci logarytméw dla konkretnych liczb
wzietych z rzeczywistych pomiardw, to fakt czestszego korzystania z liczb zaczynaja-
cych sie od mniejszych cyfr nie jest przypadkowy i ma charakter ogélnego prawa.

Formuta, wedtug ktérej mozna ustali¢ prawdopodobienstwo (czestos¢) pojawia-
nia sie pierwszych cyfr znaczacych d ma postac:

(1.1) Pd)=log (1+1/d) dla d=1,2 .. 9

Konkretne wartosci tych prawdopodobiehstw podano w tabeli 1.4. oraz na ry-
sunku 1.1. Jak sie okazuje, wbrew intuicji, ktéra przemawia raczej za rozktadem réw-
nomiernym, mamy tu do czynienia z rozktadem szybko malejgcym. Co trzecia liczba
spotykana w realnych zbiorach danych liczbowych zaczyna sie od ,1”, a tylko jedna
na 22 liczby zaczyna sie od ,9”. Inaczej méwiac, liczb zaczynajacych sie od ,1” jest
prawie 7 razy wiecej niz liczb zaczynajacych sie od ,9”".

Tab. 1.4. Prawdopodobienstwa i czestosci pojawiania sie pierwszych cyfr znaczqcych d,

d(i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
) 0301 | 0176 | 0125| 0097 | 0079 | 0067 | 0058 | 0051 | 0046
% 30,1 176 125 97 79 6.7 5,3 5] 46
100/% 3 6 8 10 13 15 17 20 2

Zrédto: opracowanie wiasne.

> S. Newcomb, Note on the frequency of use different digits in natural numbers, American Journal of Math-
ematics, 4/1881, p. 39-40.
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Rys. 1.1. Diagram ilustrujgcy prawdopodobieristwa pojawiania sie pierwszych cyfr zna-
czgcych d.

0,35

0,30 +

0,25 -

0,20 ~

0,15 ~

0,10 -

0,05 ~

0,00 -
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Zrédto: opracowanie wiasne.

Odkrycie Simona Newcomba umykato uwadze przez 60 lat. W 1938 r.
fizyk Frank Benford sprawdzit doswiadczalnie stusznos¢ formuty Newcomba
na wielu empirycznych zbiorach liczb, ale nie wyjasnit dlaczego w badanych
zbiorach obserwuje sie malejace czestosci pojawiania sie liczb zaczynaja-
cych sie od coraz to wiekszej cyfry. Dopiero w 1995 r. matematyk Theodore
Hill wykazat na czym polega istota tej prawidtowosci oraz podat jej wtasno-
Sci i uwarunkowania.

Trudno wiec powiedzie¢, czy prawo o rozktadzie pierwszych cyfr znacza-
cych powinno by¢ nazywane prawem Benforda, czy Newcomba, czy Hilla,
czy tez prawem Newcomba-Benforda, albo Benforda—Newcomba-Hilla,
czy tez jeszcze inaczej. Watpliwosci budzi réwniez fakt powszechnosci dzia-
tania tego prawa, a wiec czy w petni jest tu uzasadnione uzywanie terminu
prawo, czy tez nalezatoby raczej stosowac stabsze okreslenia, np. prawidtfo-
wos¢, formuta, regufa.

Jako ciekawostke mozna poda¢, ze w literaturze funkcjonuje tez pra-
wo Benforda dotyczace stopnia zainteresowania sprawami bulwersujgcymi,
mowigce, ze zaciekawienie jest odwrotnie proporcjonalne do liczby realnie do-
stepnej informacji. Autorem tego prawa jest jednak wspomniany wczesniej
pisarz science fiction Gregory Benford i dotyczy ono zjawisk z zakresu psy-
chologii oraz socjologii.
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1.2. Problematyka rozktadu cyfr znaczacych w publikacjach
naukowych

W 2007 r. pojawita sie w Internecie witryna www.benfordonline.net za-
wierajgca wykaz wazniejszych publikacji z zakresu problematyki dotyczacej
prawa Benforda (rys. 1.2). Jej inicjatorem i gtéwnym realizatorem jest Ted
Hill, ktory wykorzystat zasoby bibliograficzne wczedniej zgromadzone przez
M. Nigriniego oraz W. Hurlimana.

Wykaz (VIII 2011) zawiera 621 pozycji, ktére mozna ujmowac w po-
rzadku chronologicznym, alfabetycznym (wg tytutéw) oraz wedtug nazwisk
autoréw (por. rys. 1.4-1.5). Kazda pozycja zawiera oprécz nazwisk autordw,
tytu%ow miejsca i roku wydania takze informacje dotyczace:

syntetycznego streszczenia zawartosci (autorzy Bibliografii proszg na spe-

cjalnym formularzu o propozycje w tym zakresie, zarébwno co do prac

znajdujacych sie na witrynie, jak i propozycji uwzglednienia prac no-

wych) = por. rysunek 1.3,

adres witryny, gdzie dana pozycja jest dostepna w petnej wersji elektro-

nicznej,

wykaz prac z Bibliografii, ktére cytujg dang prace — por. rysunek 1.6,

wykaz prac z Bibliografii, ktére cytuje dana praca — por. rysunek 1.7.

W aneksie A1 przytoczono wykaz prac opublikowanych w latach poczat-
kowych, czyli 1881-1970 (37 pozycji) oraz w latach 2009-2010 (66 po-
zycji). Na podstawie catego zestawienia wyznaczono rozktad liczby prac
opublikowanych w poszczegdlnych latach okresu 1881-1970 (tab. 1.5).

Od opublikowania pierwszej pracy Newcomba mineto 130 lat. Przez
poftowe tego okresu (do 1945 r.) opublikowano 9 prac, tj. 1,5% dotychcza-
sowego dorobku. Druga praca z zakresu omawianej problematyki pojawita
sie w 1912 r. = po ponad 30 latach. W latach 1920-1938, czyli przez
prawie 20 lat, nie pojawita sie na $wiecie ani jedna praca dotyczaca prawa
Benforda. W latach 1940-1970 opublikowano taczne tylko 30 prac, czyli
Srednio w ciggu roku wydawano 1 prace.

W aneksie A2 zebrano zamieszczone na witrynie streszczenia publikacji,
ktore ukazaty sie przed 1970 rokiem. Na 37 prac z tego okresu dostepnych
jest tylko 20 streszczen. Dla nowszych publikacji liczba streszczen jest znacz-
nie wieksza.
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Tab. 1.5. Liczba wazniejszych prac na temat prawa Benforda opublikowanych w latach
1881-1970

Rok | Lprac | gacoun | tprae | ROk | LPrac | gacth | e
1881 1 1 1952 1 2 14
1912 1 31 2 1956 2 4 16
1916 1 4 3 1957 1 1 17
1917 1 1 4 1961 3 4 20
1920 1 3 5 1963 1 2 21
1938 1 18 6 1964 1 1 22
1939 1 1 7 1965 2 1 24
1944 1 5 8 1966 1 1 25
1945 1 1 9 1967 1 1 26
1946 1 1 10 1968 2 1 28
1948 2 2 12 1969 7 1 35
1950 1 2 13 1970 2 1 37

Zrédto: opracowanie whasne.

Dopiero po roku 1970 liczba publikacji na temat rozktadu Benforda
zaczyna wzrastac, a od roku 1998 nastepuje gwattowny ich wzrost. Na ry-
sunkach 1.8-1.10 przytoczono wykresy ilustrujgce ksztattowanie sie liczby
publikacji zebranych w omawianej Bibliografii:

w catym okresie 1881-2009 (rys. 1.8),

w okresie 1970-2009 (rys. 1.9)

w zagregowanych odcinkach czasu (rys. 1.10).

Z wykreséw tych wynika, ze rozwdj zainteresowania problematykg roz-
ktadu Benforda ksztattuje sie wedtug funkcji wyktadnicze;.

W tabeli 1.6 podano wykaz nazwisk autoréw najwiekszej liczby prac
znajdujacych sie w wykazie www.benfordonline.net. Zdecydowanymi lide-
rami na tej liscie sg: M. Nigrini, P. Schatte, T. Hill (po 17-18 prac). Kolejne
miejsca zajmuja: A. Berger i S. Miller (po 11 prac). tacznie bibliografia liczy
621 prac 700 autoréw. Réznica wynika z faktu wystepowania prac wspét-
autorskich.
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Tab. 1.6. Wykaz autoréw o najwiekszej liczbie opublikowanych prac na temat prawa

Benforda
Lp. Autor L. prac Lp. Autor L. prac

1 | Nigrini M.J. 18 10 Baird J.C. 5
2 |Schatte P 18 11 Guan L. 5
3 [HillTP 17 12 LuF 5
4 | Berger A. 11 13 Ma B.Q. 5
5 | Miller S.J. 11 14 Posch PN. 5
6 | Nagasaka K. 7 15 Shao L. 5
7 | Tumer PR. 7 16 Shiue J.S. 5
8 | Bhattacharya S. 6 17 Uppuluri V.RR. 5
9 | Feldstein A. 6

Zrodto: opracowanie whasne.

Rys. 1.2. Witryna www.benfordonline.net

BENFORD ONLINE BIBLIOGRAPHY

W ALFHABETICAL WVIEW CHRONO WIEW AUTHO SUBMIT A REFERENCE SEARC HOME

WELCOME TO THE BENFORD ONLINE BIBELIOGRAPHY

This Bibliography is intended to provide a continuing up-to-date list of articles, books and other resources related to Benford's
Law, including theoretical, applied and hurmar-interest aspects of this rapidly evoling field

The entries contained herein were collected from earlier compilations by Dr. Mark Migrini and Dr. Y¥Werner Hiidimann, as well as
references from Google Scholar and the Science Citation Index (through the Georgia Tech and University of Alberta libraries). It is
our intent to continue to update this Bibliography regularly. Special thanks to Or. Erika Rogers for the design and implementation
of the database and the website

The entries in the Bibliography can be displayed in multiple ways and are fully searchable via the SEARCH link in the top bar.
Further annotations are currently being added and may not be fully functional yet; these include links, cross references and
categorization.

If you wish to submit a correction or an entry for consideration for inclugion in the Bibliography, please use the SUBMIT A
REFERENCE link above, and provide as much information as possible, including your name, email address and affiliation. Your
contribution is appreciated. Please note, however, that the Bibliography does not include every known reference to Benford's law,
but only those deemed useful or interesting far a very broad community of users

Thank you for using the Benford Online Biblingraphy
Please send comments and/or guestions to; staff AT benfordonline. net.

Armo Berger )

Dept. of Mathematical & Statistical Sciences Ted Hill

University of Alberta School of Mathematics
Georgia Institute of Technology
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Rys. 1.3. Syntetyczne streszczenie zawartosci prac

VIEW COMPLETE REFERENCE

Newcomb, S (1881)
Note on the frequency of use of the different digits in natural numbers

Arnerican Journal of Mathermatics 4(1), 38-40
ISSN / ISBN: Not available at this time

INTRODUCTION: That the ten digits do not occur with equal frequency rust be evident to any one making rmuch ose of
logarithrmic tables, and noticing how rmuch faster the first pages wear out than the last ones. The first significant figure is oftener 1
than any other digit, and the frequency diminishes up to 9. The question naturally arises whether the reverse would be true of
logarithrns. That is, in a table of anti-logarithrms, would the last part be more used than the first, or would every part be used
equally? The law of frequency in the one case may be deduced frorn. that in the other. The question we have to consider is, what
is the probability that if a natural number be taken at random its first significant digit will be n, its second n', etc

Zentralblatt: JEM 13.0161.01
MathSciNet: MR1505285

For online information, click here.

Bibtex not available at this time

Reference Type: Journal Aticle

Subject Areaf(s): General Interest

Rys. 1.4. Chronologiczny uktfad prac

EEN{FORD ONLINE BIBLIOGRAPHY

VIEW ALPHABETICAL VIEW CHRONOLDC VIEW AUTHOR £ SUBMIT A REFERENCE SEARCH HOME

VIEW CHRONOLOGICAL

(18a1) MNewcomb, 5. Mote on the frequency of use of the different digits in natural
numbers. American Journal of Mathematics 4(1), 39-40

#

M2 Poincaré, H. Répartition des décimales dans une table numénique. pp 313-320 in:
Calcul des Probahilités, Gauthier-Villars, Paris

A

(1918) eyl H. Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod Eins. Mathematische Annalen
77, 313352

A

17 Franel, J. A propos des tables de logarithmes. Festschrift der Maturforschenden
Gesellschaft in Zirich, Vierte|ahrsschrift B2, 286-295.

A

1920y Boring, EG. The logic of the normal law of errar in mental measurement
Amertican Journal of Psychology 31, 1-33. ISSN:0002-9556

A

(1938) Benfard, F. The law of anormalous numbers. Proceedings of the American
Philosophical Society 78, 551-572.
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Rys.1.5. Uktad prac wedtug nazwisk autoréw

BEENFORD ONLINE BIBLIOGRAPHY

VIEW ALPHABETICAL WIEW CHRONOLOGICA WIEW AUTHOR z SUBMIT A REFERENCE SEARC HOME

VIE

=

AUTHORS A-Z

21 result(s) found for "A™

Aburarad, J and Krulwich, R (2009), From Berford to Erdds. WY C Radiolab, 9 October, E,; \_& ﬂ

Adhikari, AK (1969). Some Results on Distribution of Most Significant Digit. Sankhya-The o gl
Indian Journal of Statistics Series B, 31 (Dec), 413-420. IS5MN:0581-5736. -

Adhikari, &K and Sarkar, BP (1968). Distributions of most significant digit in certain = L‘,} gl

functions whose arguments are random variables. Sankhya-The Indian Journal of Statistics
Series B, no. 30, 47-58.

&l
|
a@
=

Aggarwal, R and Lucey, BM (2007). Psychological barriers in gold prices?. Review of
Financial Economics 16, 217-230.

Rys. 1.6. Wykaz prac znajdujgcych sie w ,Bibliografii”, ktorych autorzy powotujg sie na
prace S. Newcomba (fgcznie 201 pozycji)

CROSS REFERENCE UP

Newcomb, S {1881). Note on the frequency of use of the different digits in natural numbers. American Journal of
Mathematics 4(1), 3940.

This work is cited by the following items of the Benford Online Bibliography:

Note that this list may be incomplete, and is currently being updated. Please check back at a later date.

=

Avita, M (2008). Scale-freeness and biological networks. Journal of Biochemistry, 138 (1)
1-4. 1S5M:0021-924%

i |
@ @ & @

Baer, MB (2006). Rényi to Rényi - Source Coding under Siege. (accepted to 13T 2006).

4

Baer, MB (2006). Prefix coding under Siege. (submitted to IEEE Trans. Inform. Theory).

#
E = E E

Baer, ME (2007). Reserved-Length Prefix Coding. (submitted to ISIT 2008).
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Rys. 1.7. Wykaz prac znajdujgcych sie w ,Bibliografii”, na ktére powotuje sie w swojej
pracy Z. Szewczak (7 pozycji)

CROSS REFERENCE DOWN

Szewczak, ZS (2010). A limit theorem for random sums modulo 1. Statistics & Probability Letters.

This work cites the following iterms of the Benford Online Bibliography:

Feller, W (1971). An [ntrocduction to Probability Theoty and lts Applications. p B3, vol 2, 2nd
ad. J. Wiley

El
i |

Hiirlimann, YW (2006). Benford's Law from 1881 to 2006: A Bibliography.

B &l
A A

Lévy, P (1933). L'addition des variables aléatoires définies sur une circonférence. Bull. Soc.
Wath. France 67, 10E-41.

Miller, SJ and Migrini, kJ (2008). The Modulo 1 Central Limit Theorern and Benford's Law for
Products. International Journal of Algebra 2(3), 119 - 130

B &
A |

Miederreiter, H and Philipp, W (1973). Berry-Esseen bounds and a theorern of Erdds and
Turdn on uniform distribution mod 1. Duke Mathematical Journal 40(3), 633-649.

Schatte, P (1984). On the asymptotic uniform distribution of sums reduced mod 1. Math
Machr. 115, 275-281

&l
a @ a @ a a a
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Schatte, P (1988). On mantissa distributions in cormputing and Benford's law. Journal of
Information Processing and Cybemetics EIK 24(3), 443-455.

El
|

Rys. 1.8. Liczba prac dotyczqcych rozktadu Benforda opublikowanych w latach
1881-2009
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Rys. 1.9. Liczba prac dotyczqcych rozktadu Benforda opublikowanych w latach
1970-2009
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Rys. 1.10. Liczba opublikowanych prac dotyczqcych rozktadu Benforda w zagregowa-
nych odcinkach czasowych
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Warto zwréci¢ uwage, ze najczesciej cytowang pracg przez autorow
wystepujgcych w omawianej Bibliografii jest klasyczna praca F. Benforda
z 1938 r. The law of anomalous numbers. Proceedings of the American Phi-

20
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losophical Society 78, 551-572. Praca ta jest cytowana przez autoréw 240
prac sposrod wszystkich 621 prac (to jest 39% ogolnej liczby autoréw). Na
drugim miejscu jest praca S. Newcomba z 1881 r. Note on the frequency of
use of the different digits in natural numbers. American Journal of Mathematics
4(1), 39-40, ktéra cytowato 201 autoréw innych prac (32%).

F. Benford w swojej pracy nie zacytowat zadnej z 5 wczedniejszych prac
poruszajacych podobne tematy (ani tez nie zacytowat zadnej innej publi-
kacji). Co wiecej, w nastepnych latach nie napisat zadnej innej pracy z tego
zakresu. Z punktu widzenia historii nauki przypadek ten niewatpliwie zastu-
guje na uwage.

Warto nadmieni¢, ze S. Newcomb w swojej pracy uzywa pojecia: liczby
naturalne, natomiast F. Benford stosuje termin: anomalous number. Mozna
by z tego wnioskowa¢, ze Benford uwazat, iz jego formuta opisuje raczej
anomalie niz sytuacje typowe, podczas gdy prawa naukowe powinny z za-
sady miec¢ charakter uniwersalny.

Réwniez interesujgcy jest przypadek napisanej w latach 1945-1946,
lecz nieopublikowanej, pracy G.J. Stiglera The distribution of leading digits in
statistical tables. Autor podat w niej istotng modyfikacje prawa Benforda, na
ktérg powotujg sie autorzy innych prac i ktéra stanowi w wielu sytuacjach
alternatywe w stosunku do rozktadu Benforda. G. Stigler w czasie Il wojny
Swiatowej pracowat przy ‘projekcie Manhattan’ jako matematyk i statystyk.
Jako pierwszy (1961) zwrécit uwage na wartos¢ informacji i stad uwazany
jest za inicjatora tej dziedziny ekonomii’.

1.3. Empiryczne prawa liczbowe w nauce

Poza prawem rozktadu pierwszych cyfr znaczacych odkrytym niezaleznie
przez S. Newcomba (1881) i F. Benforda (1938) w wielu dziedzinach nauki
postugujemy sie podobnymi regutami. Prawa te na ogét opisujg rzeczywi-
stos¢ w duzym przyblizeniu i wynikajg z powszechnie znanych prawd wyni-
kajgcych z doswiadczenia i noszg nazwe tzw. reguty kciuka (rule of thumb)’.

“ G. Stigler, The Economics of Information, Journal of Political Economy, 69/1961.

® Nazwa pochodzi z czaséw, kiedy kciuk byt uproszczonym narzedziem i jednostkg miary. Np.
zgodnie z regutg browarnika, jezeli palec wtozony do brzeczki nie oparzyt sie, to mozna byto
dodawac do niej drozdze. Reguta kapitana statku stosowana byta przy nawigacji wzdtuz wybrze-
za i polegata na niezblizaniu sie do linii wybrzeza na odlegtos¢ kciuka, aby nie wpas¢ na rafy.
Reguta stotu wyrazata sie w utozeniu talerzy od krawedzi stotu na odlegtos¢ miedzy kciukiem
a wskazujgcym palcem. Wedtug niepotwierdzonych Zrédet w prawodawstwie angielskim do
konca XIX wieku obowigzywata zasada, ze maz nie mogt bi¢ swojej zony kijem grubszym od
swojego kciuka.
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Ponizej przytoczono kilka takich regut gtéwnie z dziedziny ekonomii i infor-

matyki.

Regu’fy z zakresu ekonomii
Reguta 72 (niekiedy okreslana jako reguta 70 lub reguta 69) stuzy do
oceny czasu podwojenia kapitatu oprocentowanego na statym pozio-
mie r(%)°. Np. wyjsciowy kapitat oprocentowany w skali rocznej na 8%
podwoi sie po: 72/8=9 latach; przy oprocentowaniu rocznym 6% czas
podwojenia kapitatu wynosi: 72/6=12 lat itd.
Czas podwojenia przy stopie r dany jest formutg T=In(2)/In(1+r). W tab.
1.7 podano doktadny czas podwojenia T (w latach) przy stopie procen-
towe]j r od 1% do 12% (w skali roku) oraz dla réznych podstaw reguty:
72-70-69. W ostatnim wierszu przytoczono $redni btad procentowy
modutéw réznic pomiedzy faktycznymi okresami podwojenia a czasami
wynikajgcymi z poszczegélnych regut. Jak sie okazuje, najlepsze wyniki
(Sredni btad - 1,5%) uzyskuje sie, jezeli za podstawe reguty przyjmie sie
liczbe 72. Liczba ta jest bardzo wygodna takze dlatego, ze dzieli sie bez
reszty przez 1, 2, 3,4,6,8,9, 12.
Podobne reguty mozna sformutowac na potrojenie kapitatu, 4-krotne
zwiekszenie itd. Odpowiednie podstawy i formuty majg postac: dla
3-krotnosci: T=114/r, a dla 4-krotnosci: T=144/r.

Tab. 1.7. Czasy podwojenia kapitatu wynikajgce z requt 72-70-69

% T 72 70 69
1 69,7 72,0 70,0 69,0
2 35,0 36,0 35,0 34,5
3 234 24,0 233 23,0
4 17,7 18,0 17,5 173
5 14,2 14,4 14,0 138
6 119 12,0 11,7 11,5
7 10,2 103 10,0 99
8 9,0 9,0 88 8,6
9 8,0 8,0 78 7,7

10 73 7.2 7,0 6,9

11 6,6 6,5 6,4 6,3

12 6,1 6,0 58 58

Btad Sredni % 1,5 2,2 3,5

Zrédto: opracowanie whasne.

° Pierwsze wzmianki o tej requle pochodza z pracy Luki Pacioliego (1445-1514) Summa de
Arithmetica Geometria, Proportioni et Proportionalita, 1494.

22



Geneza i historia wybranych praw liczbowych

Reguta Okuna: kazdemu wzrostowi bezrobocia o 1% towarzyszy spadek
potencjalnego GDP o 2%.

Reguta ,nafciarska”: dtugoterminowa cena ropy naftowej to 3,5-krotnos¢
kosztéw poszukiwan i wydobycia (F&D costs).

Reguta 2 i 3 sigm: 68% danych znajduje sie w przedziale + 2 odchylen
standardowych od $redniej, a 95% danych w przedziale + 3 sigm.

Reguiy z zakresu informatyki

Reguta Moore'a: moc obliczeniowa komputeréw podwaja sie co 24 mie-
sigce (przy tym samym koszcie). Dotyczy to liczby tranzystorow w sto-
sunku do powierzchni uktadu scalonego, mocy obliczeniowej do kosztu,
rozmiaréow RAM, pojemnosci dyskéw twardych, przepustowosci sieci itd.
Reguta Wirtha: oprogramowanie staje sie wolniejsze szybciej niz sprzet
staje sie szybszy, np. proces rozruchu komputera z nowoczesnym syste-
mem operacyjnym na nowoczesnym PC trwa coraz dtuzej.

Reguta Gatesa: szybko$¢ oprogramowania maleje o potowe co 18 mie-

siecy.

Inne reguty kciuka

Reguta Hellina: bliznieta rodza sie raz na 89 cigz, trojaczki raz na 89°

Cigz, natomiast czworaczki raz na 89’ cigz.

Reguta Carnegie College’u: na kazda godzine spedzong na zajeciach

zorganizowanych student powinien przeznaczy¢ 2-3 godziny pracy wta-

snej.

Reguta odlegtosci od pioruna: kazdg sekunde od chwili zobaczenia bty-

skawicy do momentu ustyszenia grzmotu nalezy pomnozy¢ przez 300

metrow.

Wymienione powyzej przyktadowe reguty nie sg bezposrednio zwigzane
z prawami rozktadu cyfr znaczacych. Majg jednak z nimi wspdlng ceche:
majg empiryczny charakter i wynikajg z zaobserwowanych prawidtowosci
statystycznych, zazwyczaj opartych na prawie wielkich liczb.

Ponizej bardziej szczegbétowo przedstawiono inne empiryczne prawa
liczcbowe majace juz Scisty zwigzek z prawem Newcomba—-Benforda oraz
twércoéw tych praw (por. tab. 1.8).

Leonardo Fibonacci (1175-1250)
Wtoski matematyk.
Liber Abaci (1202) - opis systemu pozycyjnego, arytmetyka liczb catko-
witych, tablica z zapisem liczb rzymskich i indyjskich.
Ciagg Fibonacciego przytoczony w pracy Liber Abaci znany byt wczesniej
matematykom hinduskim — Gopali (1135), Hemachandrze (1150).
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Practica geometriae (1220) - potaczenie algebry, geometrii i trygono-
metrii.

Sposoby mnozenia liczb tzw. proba dziesigtkowa.

Rozktad liczb na czynniki pierwsze, cechy podzielnosci.

Arytmetyka handlowa oparta na proporcjach.

Zadania na mieszanine (ustalenie sktadnikéw dajgcych stop okreslonej
proby).

Reguta towarzystwa (podziat wielkosci proporcjonalnie do czesci uczest-
nikébw podziatu).

Reguta pozioméw wartosci (figura cata).

Tab. 1.8. Odkrywcy praw liczbowych

Leonardo Fibbonaci (1175-1250) Vilfredo Pareto (1848-1923)
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George Kingsley Zipf (1902-1950) Alfred J. Lotka (1880-1949)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Ciqgi Fibonacciego

Ciggi Fibonacciego maja silny zwigzek, a w sensie rozktadu pierwszej cyfry
znaczacej sg nawet tozsame z prawem Benforda (por. rozdz. Il niniejszej
pracy). Sa to ciggi liczb naturalnych okreslonych rekurencyjna formuta:

(1.2) Fiys = Fi +Fi4

przy czym zaktada sig, ze F,.=F,=1. Ze wzoru (1.2) wynika, ze kazdy nastep-
ny wyraz ciggu Fibonacciego jest suma dwoch poprzednich. Cigg ten zostat
podany przez Fibonacciego w 1202 r. jako rozwigzanie zadania o rozmna-
zaniu krolikow.”

Cigg (1.2) posiada wiele interesujgcych wtasnosci. Ponizej przyktadowo
podano kilka z nich®.
* n-ty wyraz ciggu wyrazony wzorem Bineta:

" Kazda para krélikow rodzi co miesigc nowg pare mtodych krélikow. Okres rozrodczy krélikow
trwa 2 miesigce. Na poczatku mamy jedng pare krolikéw [1]. Po miesigcu rodzi sie druga para
[1] Po dwéch miesigcach rodzg sie 2 nowe pary krélikoéw [2]. W kolejnym miesigcu rodzg sie 3
pary krélikoéw (dwie pary z rodzicow, i jedna para z ,dziadkéw"), itd. Ciag Fibonacciego podaje
liczbe nowonarodzonych par krélikéw w kolejnych miesigcach. Suma elementéw ciggu okresla
liczebnos¢ populacji krélikéw (przy zatozeniu, ze kréliki nie umieraja).

° Wiecej informacji na temat ciggéw Fibonacciego znalez¢ mozna m.in. w artykutach zamiesz-
czanych na tamach kwartalnika Fibonacci Quarterly, a takze w pracach T. Koshy, Fibonacci and
Lucas Numbers with Applications, Wiley 2001; L.C. Washington, Benford'’s Law for Fibonacci and
Lucas Number, Flbonacci Quarterly, vol. 19/1981, p.175-177.
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suma n wyrazow ciggu:

(1.4-1.5) ZF F,,—1 ZzF._nFn+2 F . +2

wyraz ciggu jako suma kwadratéw wyrazéw sasiednich

(1.6-1.7) By =F —F By =F +F},

1

W literaturze mozna spotkac wiele modyfikacji ciggu Fibonacciego, np.

= Ciagg Fibonacciego, w ktérym F =0 oraz F,=1.
Cigg Lukasa, w ktérym F =2 oraz F,=1.
Cigg Tribonacciego, w ktérym kazdy kolejny element powstaje przez zsu-
mowanie trzech poprzedzajgcych go elementéw, przy czym F =0, F,=0,
F=1.
Cigg Tetranacciego, w ktorym kazdy kolejny element powstaje przez
zsumowanie czterech poprzedzajgcych go elementdw, przy czym F =0,
F,=0, F,=0, F,=1.

W tabeli 1.9 oraz na rysunku 1.11 przytoczono poczatkowe wartosci cia-
gbéw Fibonacciego. Poza ciggami wymienionymi powyzej, przyktadowo po-
dano tez ciggi dla F,=F,=2 oraz F,=1i F,=2. Jak mozna zauwazy¢ wszystkie
te ciggi majg podobng postac i dajg sie aproksymowac funkcjg wyktadni-
czg. Na rysunku 1.11 zamieszczono funkcje wyktadniczg dopasowang do
ciggu Fibonacciego F =F,=1 ze wspétczynnikiem determinacji R*=0,994.

llorazy sasiednich elementéw ciggdéw Fibonacciego dazg w granicy do
tzw. ztotej liczby. Liczba ta dana jest wzorem:
V5+1

(1.8) o =" - 21 = 161804

i wyznacza tzw. ztoty podziat (podziat harmoniczny, boska proporcja) odcin-
ka. Jest to podziat odcinka na dwie czesci [a;b] takie, ze stosunek dtugosci
czesci dtuzszej [a] do krotszej [b] jest taki sam, jak stosunek dtugosci catego
odcinka [a+b] do czesci dtuzszej [a]

a+b a

(1.9) —=s=9

a
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Ztoty podziat (liczbe) mozemy odnalezé w wielu przypadkach, np.:

w proporcjach Wielkiej Piramidy w Gizie (stosunek wysokosci Sciany

bocznej do potowy wymiaru podstawy), katedry w Mediolanie czy Par-

tenonu,

w przypadku cztowieka witruwianskiego Leonarda da Vinci, czy rzezby

Wenus z Milo ztote liczby to stosunek wysokosci cztowieka do dtugosci

dolnej czedci ciata (od pepka w dét) i stosunek dtugosci dolnej czesci

ciata do gérnej (od pepka w gore),

w utozeniu todyg roslin, ptatkéw kwiatéw, ziaren w stonecznikach, tusek

na szyszce swierkowej itd. (tzw. filotaksja),

w ksztattach muszli slimakéw i gtowonogow,

w muzyce — w konstrukcji skrzypiec Stradivariego, utworach Jana Seba-

stiana Bacha, V Symfonii Bethovena tez zastosowano ztoty podziat.

Wartosci ztotej liczby wyznaczonej dla poszczegélnych ciggébw Fibonac-
ciego zamieszczono w tab. 1.10. Jak mozna zauwazy¢, dla kazdego z tych
ciggbw ilorazy sasiednich wyrazoéw stabilizujg sie juz przy 12-14 wyrazie na
poziomie ~1,61804.

Odwrotnos¢ ztotej liczby (1,8) wyznacza tzw. zfotq proporcje wykorzy-
stywang do ustalania pozioméw Fibonacciego, m.in. w analizie technicznej
do okreslenia pozioméw wsparcia oraz pozioméw oporu (punkty zwrotne
ruchu cen) na podstawie analizy wykresow cen instrumentéw finansowych,
indeksow akcji, kontaktéw terminowych itp. Poziomy Fibonacciego moga
dotyczy¢ zaréwno pionowej osi cen (miejsca realizacji zyskéw oraz zlecen
obronnych typu stop loss), jak i poziomej osi czasu (okresy pomiedzy kolej-
nymi ekstremami na wykresie).

Zazwyczaj w analizie technicznej wykorzystuje sie kilka pozioméw Fi-
bonacciego, ktére wyznacza sie jako graniczne wartosci ilorazow wyrazéw
ciggu Fibonacciego, ale nie wyrazéw sasiednich lecz wyrazéw przesunietych
wzgledem siebie 0 2, 3, (...) pozycje:
Fi

(1.10) b= B=

Fi | Fi | Fy

P, = Ps =

4 5
Fizs’ Firs’ Fits

W tabeli 1.11 podano dla wyjsciowego ciggu Fibonacciego F1=F2=1
wartosci ilorazéw P, P,, ..., P.. Jak mozna zauwazy¢ ilorazy te stabilizuja
sie juz przy 10-11 wyrazie ciggu. Odwrotnosci tych granicznych wartosci
mozna tez uzyskac jako kolejne potegi liczby:

1

(1.11) Pe=p (k=-,-3-2-1,0123.)
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Tab. 1.9. Poczgtkowe wyrazy ciggéw Fibonacciego

1 1 0 2 0 0 2 1
2 1 1 1 0 0 2 2
3 2 1 3 1 0 4 3
4 3 2 4 1 1 6 5
5 5 3 7 2 1 10 8
6 8 5 11 4 2 16 13
7 13 8 18 7 4 26 21
8 21 13 29 13 8 42 34
9 34 21 47 24 15 68 55
10 55 34 76 44 29 110 89
11 89 55 123 81 56 178 144
12 144 89 199 149 108 288 233
13 233 144 322 274 208 466 377
14 377 233 521 504 401 754 610
15 610 377 843 927 773 1220 987
16 987 610 1364 1705 1490 1974 1597
17 ] 1597 987 2207 3136 2872 3194 2584
18 | 2584 1597 3571 5768 5536 5168 4181
19 | 4181 2584 5778 10609 10671 8362 6765
20 | 6765 4181 9349 19513 20569 13530 10946

Zrédto: opracowanie whasne

Rys. 1.11. Wykresy dziesieciu poczqtkowych wyrazéw ciggéw Fibonacciego

120

ol | R b2 y=04883e"%> ]
——Lucas — Tribo R?=0,9936
—— Tetra —— [2'2] /

o= 7
. S
. S
e
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Tab. 1.10. llorazy sgsiednich wyrazéw Fi+1/Fi ciggéw Flbonacciego

1 1,00000 0,50000 1,00000 2,00000
2 2,00000 1,00000 3,00000 2,00000 1,50000
3 1,50000 2,00000 133333 1,00000 1,50000 1,66667
4 1,66667 1,50000 1,75000 2,00000 1,00000 1,66667 1,60000
5 1,60000 1,66667 157143 2,00000 2,00000 1,60000 1,62500
6 1,62500 1,60000 1,63636 1,75000 2,00000 1,62500 1,61538
7 1 61538 1,62500 161111 185714 2,00000 1 61538 1,61905
8 61905 161538 1,62069 184615 1,87500 61905 1,61765
9 1 61765 1,61905 161702 183333 193333 1 61765 161818
10 | 161818 1,61765 161842 1,84091 193103 161818 161798
11 1,61798 161818 1,61789 1,83951 192857 1,61798 1,61

12 | 161806 1,61798 1,61809 1,83893 1,92593 1,61806

13 1,618 1,61801 1,83942 192788

14 1,83929 192768

15 1,83927 192755

16 1,83930 192752

17 1,83929 192758

18 183929 192757

19 1,83929 192756

Zrédto: opracowanie whasne.

Tab. 1.11. Kolejne poziomy Fibonacciego wyznaczone na podstawie ciggu F1=F2=1

1 1 1,00000 0,50000 0,33333 0,20000 0,12500
2 1 0,50000 0,33333 0,20000 0,12500 0,07692
3 2 0,66667 0,40000 0,25000 0,15385 009524
4 3 0,60000 0,37500 0,23077 0,14286 0,08824
5 5 0,62500 0,38462 0,23810 0,14706 0,09091
6 8 061538 0,38095 0,23529 0,14545 0,08989
7 13 0,61905 0,38235 0,23636 0,14607 0,09028
8 21 0,61765 0,38182 0,23596 0,14583 0,09013
9 34 061818 0,38202 0,23611 0,14592 0,09019

10 55 061798 0,38194 0,23605

11 89 0,61806

12 144

13 233

14 377

15 610

16 987

17 1597

18 2584
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19 4181 0,61803
6765 0,61803 0,38197 0,23607 0,14590 0,09017
odwr. 161803 2,61803 4,23607 6,85410 11,09017

Zrédto: opracowanie wiasne.

Doktadne wartosci pozioméw Fibonacciego (w %) dla wybranych warto-
Sci parametru k z przedziatu [-3;3] zebrano w tab. 1.12.

Tab. 1.12. Poziomy Fibonacciego jako potegi liczby ¢

Wykt. pot. k | ¢ = 1,61803 ';f;"z,',}:’)’
3 023607 236
2 038197 382
1 061803 618
05 078615 78,6
0 1,00000 100,0
05 127202 1272
] 161803 1618
2 261803 2618
3 423607 1236

Zrédto: opracowanie wiasne.

Vllfredo Federico Damasco Pareto (1848-1923)

Wrtoski ekonomista i socjolog, wspottwérca tzw. lozanskiej szkoty w eko-
nomii.

W zakresie ekonomii zajmowat sie teorig ogéInej réwnowagi ekonomicz-
nej i podziatu dobrobytu oraz zastosowaniami metod matematycznych
w ekonomii.

Twoérca pojecia ‘optymalnos¢ Pareta’: nie mozna powiekszy¢ dobrobytu
jednostki bez zmniejszenia dobrobytu innej jednostki.

W socjologii twérca teorii kragzenia elit jako grupy ludzi majacych w da-
nej dziedzinie najwyzsze osiggniecia oraz teorii rezydudw (trwatych dys-
pozycji psychicznych) i derywacji (zmiennych elementéw dziatan czto-
wieka).

Reguta Pareto (zasada 80/20)
Pareto na podstawie analizy dochodéw ludnosci we Wtoszech (1897)

stwierdzit, ze 80% majatku jest w posiadaniu 20% mieszkancéw. W trakcie
innych badan nad koncentracjg okazato sie, ze w praktyce bardzo czesto
wiekszos¢ (80%) probleméw powoduje mata czes¢ (20%) mozliwych przy-
czyn. Na przyktad 20% klientéw generuje 80% zyskéw, 20% tekstu pozwa-
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la zrozumie¢ 80% zawartych w nim tresci, 20% kierowcéw powoduje 80%
wypadkéw, 20% powierzchni regionu zamieszkuje 80% ludnosci, 20% zy-
cia przynosi 80% szczescia. Nalezy podkresli¢, ze liczby 20-80 sg tylko
przyblizeniem. Istota prawa polega na tym, ze nie jest tak, ze aby uzyskac
100% efektow trzeba koniecznie ponies¢ 100% naktadow.

Reguta Pareto stanowi uproszczong metode diagnozowania zjawisk
i planowania przedsiewzie¢, utatwia organizacje czasu pracy w grupie, po-
zwala ustala¢ priorytety dziatan. Jest podstawg metody ABC jako narzedzia
zarzagdzania jakoscig w TQM. Regute Pareto wykorzystuje sie w badaniach
marketingowych i metodach portfelowych w celu analizy potencjatu strate-
gicznego przedsigbiorstw.

W bibliotekoznawstwie reguta Pareto jest wykorzystywana w postaci
prawa Bradforda. Zgodnie z tym prawem (zwanym prawem rozproszenia),
w kazdej dziedzinie nauki istnieje ograniczony, nieliczny zestaw najwazniej-
szych czasopism, w ktorych drukowana jest znaczaca liczba (ok. 1/3) wszyst-
kich wartosciowych prac z danej dziedziny.

Jezeli czasopisma uporzadkuje sie wedtug malejgcej liczby artykutow
na dany temat, to mozna wyrézni¢ grupe czasopism podstawowych oraz
kilka grup czasopism z takg sama liczbg artykutéw, co grupa podstawowa.
Liczba czasopism w kolejnych grupach rosnie wtedy geometrycznie [1, n,
n’,...]. Wystarczy zanalizowa¢ rejestr wypozyczen, aby zracjonalizowa¢ de-
cyzje o prenumeracie i koszcie zakupu czasopism z danych dziedzin. Prawo
Bradforda ma zwigzek z listg Impact factor prowadzong przez Instytut Fila-
delfijski.

George Kingsley Zipf (1902-1950)
Amerykanski lingwista i filolog.
Praca doktorska (1929) Relative Frequency as a Determinant of Phonetic
Change, Harvard University.
W 1932 r. sformutowat twierdzenie dotyczace czestosci wystepowania
stéw, nie powotujac sie na znane od 6 lat zblizone prawo Lotki, nie do-
konujgc analiz statystycznych ani nie opisujac formutowanych zaleznosci
przy pomocy odpowiednich wzoréw matematycznych.
Obecnie uchodzi za twérce ilosciowe] lingwistyki (zipfian linguistic) jako
sktadowej informetrii.

Prawa Estoupa, Zipfa (1932), Heapsa

Zajmujac sie analizg czestosci wystepowania stéw w réznych jezykach
G. Zipf doszedt do wniosku, ze wigkszos¢ stéw uzywana jest rzadko, na-
tomiast liczba stow czesto wykorzystywanych w tekstach jest stosunko-
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wo nieduza. Jezeli uporzagdkowac stowa wedtug czestosci ich wystepowania
w tekstach to czestos¢ ¢ wystgpienia r-tego stowa jest proporcjonalna do 1/r°
(gdzie a to wyktadnik potegowy bliski jednosci). Pierwsze (najczesciej wyste-
pujgce w badanym tekscie) stowo wystepuje wiec 2x czedciej niz drugie stowo,
trzy razy czesciej niz trzecie stowo, itd. Warto nadmienic¢, ze nie jest potwierdzo-
na formuta Zipfa dla par stéw, oraz dla fraz, tzw. N-gramow.

Podobna zasada jak w prawie Zipfa wyrazona jest w postaci formuty
Estoupa-Zipfa, zgodnie z ktorg iloczyn pozycji danego stowa na liscie ich
czestosci wystepowania (r) przez czestosé ( c) jest staty r *c=const i zale-
zy od dtugosci analizowanego tekstu.

W tab. 1.13 podaje sie przyktady analizy tekstéw zawierajgcych:

ponad 40 min wyrazéw zaczerpnietych z Wall Street Journal (WSJ) z lat

1987-1989,

ponad 37 min wyrazbw zaczerpnietych z artykutow opublikowanych

przez Associated Press (AP) w roku 1989.

W tabeli 1.13 uwzgledniono tylko 10 stéw najczesciej wystepujacych
w analizowanych tekstach. W przypadku zbioru (korpusu) WSJ analizie pod-
dano zaréwno czestosci wystepowania pojedynczych stow jak i tzw. bigraméw
i trigraméw. W przypadku bazy AP dostepne byty tylko informacje o pojedyn-
czych stowach.

Zgodnos¢ list 10 najczesciej wykorzystywanych stéw jest duza. W oby-
dwéch zbiorach na obydwach listach znajduje sie po 7 stéw na tych samych
pozycjach: the, of, to, a, and, in oraz for. Kolejne stowo that jest takze na
obydwaoch listach, ale na réznych pozycjach. Listy rézniag sie tylko dwoma
elementami — w zbiorze WSJ wystepuja stowa that oraz is natomiast w zbiorze
AP — said oraz was.

tacznie 10 najczestszych stéw tworzy 19% (w zbiorze WSJ) oraz 23%
(w zbiorze AP) ogdlnej zawartosci analizowanych tekstow.

Liczba fraz dwuwyrazowych i trzywyrazowych jest wyraznie mniejsza. Liczba
bigraméw stanowi tylko 13% liczby pojedynczych wyrazéw, natomiast liczba
trigraméw — tyko 2,6%. Dla uzyskania poréwnywalnosci pomiedzy tymi trzema
zbiorami, czestosci bigraméw i trigraméw przeliczono zaktadajac, ze ich ogdlna
liczba réwna jest liczbie pojedynczych wyrazéw w catym zbiorze (N=40 min).

Dla tak przeliczonych czestodci w ujeciu procentowym wyznaczono iloczyny
pozycji stow (1) przez czestosci ich pojawiania sie (c). Jak mozna zauwazy¢, sg one
zblizone do statej wartosci const=0,1 - Srednia wartos¢ iloczynéw dla zbioru
WSJ wynosi 0,074 a dla zbioru AP - 0,088. W ostatnich trzech kolumnach ta-
beli 1.13 podano odpowiednie wartosci iloczynéw r*c z doktadnoscia do trzech,
dwoch i jednego miejsca po przecinku. Poréwnujac stopien zgodnosci iloczy-
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néw r*c dla réznych zbioréw obserwuje sie, ze najmniejsze ich zréznicowanie
(mierzone rozstepem, czyli roznica pomiedzy maksymalnymi oraz minimalnymi
wartosciami iloczynéw) ma miejsce dla pojedynczych stéw (0,058), nieco wiek-
sze jest dla bigraméw (0,068) i najwieksze dla trigraméw (0,076).

Drugi przyktad dotyczy tekstu w jezyku polskim. Analizie poddano utwor
Michata Buthakowa Mistrz i Matgorzata. Obliczenia wykonano przy pomocy
programu Hermetic Word Frequency Counter dostepnego na stronie www.her-
metic Firma Hermetic Systems specjalizuje sie w programach lingwistycznych,
kryptograficznych, matematycznych, aplikacjach internetowych (kalendarze,
konwertery).

W analizowanym tekscie znajduje sie ogétem 73 175 wyrazéw, w tym
18 132 wyrazéw unikalnych. W tabeli 1.14 przytoczono liste 40 najczestszych
stow wraz z ich czestoscia (liczba oraz wskaZnik procentowy udziatu w stosun-
ku do ogblnej liczby stow).

Natomiast w tabeli 1.15 zebrano wybrane parametry opisujace wtasnosci
analizowanego zbioru. Poréwnujgc wyniki analizy zbioru w jezyku polskim
ze zbiorami w jezyku angielskim daje zauwazy¢ sie duze podobienstwo. Dla
przyktadu 10 najczestszych stow zarbwno w zbiorze w jezyku polskim, jak
i w zbiorze WSJ tworzy 19,2% catosci tekstu. lloczyny r*c w zbiorze w jezyku
polskim ksztattujg sie srednio na poziomie 0,078, natomiast w zbiorze WSJ na
podobnym poziomie 0,074.

W zbiorze w jezyku polskim 40 najczestszych wyrazéw pozwala stworzy¢
30% catosci tekstu. Te 40 wyrazéw to zaledwie 0,2% ogdlnej liczby uni-
kalnych wyrazéw wystepujacych w catym tekscie. Na rysunkach 1.12-1.15
przedstawiono wykresy ilustrujgce prawo Zipfa na przyktadzie zbioru w jezyku
polskim.

Pierwsze dwa rysunki przedstawiajg zaleznos¢ w uktadzie liniowym po-
miedzy czestoscig wyrazéw ¢ a ich pozycjg (rys. 1.12) dla pierwszych 100
najczestszych wyrazéw, a na rysunku 1.13 — dla pierwszego 1000 wyrazow
(sposréd ponad 18 000). Obydwa wykresy majg postac hiperboli, przy czym
uwzglednienie na wykresie duzej liczby wyrazéw powoduje ttumienie przebie-
gu funkgji dla poczatkowych najczestszych wyrazow.

Wykresy 1.14 i 1.15 przedstawiaja te samg zaleznos¢ (czestos¢ wystepo-
wania a pozycja stoéw), ale nie w uktadzie liniowym, lecz w logarytmicznym.
Podobnie, jak poprzednio, uwzglednienie mniejszej liczby stéw pozwala do-
ktadniej przeanalizowac ksztattowanie sie wykresu dla stéw z ,najwyzszej pét-
ki”. Wykresy w uktadzie podwéjnie logarytmicznym przyjmujg postac funkgji
prostoliniowej, z zawirowaniami na jej krancach (to znaczy dla wyrazéw znaj-
dujacych sie na poczatkowych i koncowych pozycjach).
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Tab. 1.13. Przyktady ilustrujgce prawo Zipfa

WSJ 1-GRAM Poz (r) Czest. ¢ c (%) rc(3) | rc(2) rc (1)
THE 1 2057 968 5,145 0,051 0,05 0,1
OF 2 973 650 2434 10,049 0,05 00
10 3 940 525 2,351 0,071 0,07 0,1
A 4 853 342 2,133 0,085 0,09 0,1
AND 5 825 489 2,064 10,103 0,10 0,1
IN 6 711 462 1,779 0,107 0,11 0,1
THAT 7 368012 0920 [ 0,064 0,06 0,1
FOR 8 362 771 0,907 0,073 0,07 0,1
ONE 9 298 646 0,747 0,067 0,07 0,1
1S 10 281190 0,703 0,070 0,07 0,1

ST 7673 055 19,2 0,107 =max 0,074
N 40 000 000 0,049 =min 0,058

WSJ BIGRAM Poz (r) Czest. ¢ c (%) rc(3) | rc(2) rc (1)
OF THE 1 217427 4140 [ 0,041 0,04 00
IN THE 2 173797 3,309 0,066 0,07 0,1
MILLION DOLLARS 3 110 291 2,100 0,063 0,06 0,1
u.s. 4 89 184 1698 |0,068 0,07 0,1
NINETEEN EIGHTY 5 83799 1596 {0,080 0,08 01
FOR THE 6 76 187 1,457 0,087 0,09 0,1
TO THE 7 72312 1377 0,096 0,10 0,1
ON THE 8 65 565 1248 [ 0,100 0,10 0,1
ONE HUNDRED 9 63 838 1216 0,109 0,11 0,1
THAT THE 10 55014 1048 0,105 0,10 0,1

S2 1007 414 0,109 max
U2=52/51*100 13,1 5251697 U2*N/100 | 0,041 min 0,068

Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie prac: D.B. Paul, ].M. Baker The Design for the Wall Street Journal
— based CSR Corpus, Proc. ICSLP 1992, p. 899-902 oraz Le Quan Ha, E.I. Sicilia-Garcia, Ji Ming, FJ. Smith,
Extension of Zipf's Law to Words and Phrases, The Association for Computational Linguistics, A Digital
Archive of Research Papers, www.aclweb.org/anthology/C/C02/C02-1117.pdf.
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Associated.Press | Poz (r) | Czest. c ¢ (%) rc (3) rc (2) rc (1)
THE 1 |2420778 6487 | 0,065 006 0]
OF 2 1085733 2802 | 0056 0,06 0.
10 3| 96862 25% | 0078 0,08 0.
A 4 | 892429 2392 | 00% 0/ 0/
AND 5 | 865644 232 | o6 012 0.
N 6 | 847825 2272 | o136 014 0.
SAID 7| 504593 1352 | 0095 0,09 0.
FOR 8 | 363865 0975 | 0078 0,08 0/
THAT I 093 | 0084 0,08 0.
WAS 10 | 203027 0785 | 0079 0,08 0.
8549 848 229 | 0088 | =rednia
WSJ TRIGRAM | Poz (r)| Czest.c c (%) rc (3) rc (2) rc (1)
THE LS. : 42030 4,081 0,041 004 00
IN NINETEEN FIGHTY | 2 27260 2647 | 0053 0,05 0.
CENTS A SHARE 3 24165 23%6 | 0070 007 0.
NINETEEN EIGHTY SIX | 4 18233 1770 | 0071 007 0.
gy e 5 16786 1630 | o081 008 0]
BXE%LSUON 6 15316 1487 | 0089 009 0]
MILLION DOLLARS OR | 7 14943 1451 0,102 0,10 0.
MILLION DOLLARSIN | 8 14517 1410 | 0113 011 0/
IN NEW YORK 9 12327 1197 | 0108 011 0.
A YEAR EARLIER 10 11981 1163 | 0116 012 0/
3 | 197558 0116 max
U3=53/51+100 26 | 1029879 | N0 | 0,041 min | 0,076

35




Rozdziat 1

Tab. 1.14. Analiza Zipfa utworu Michata Buthakowa ,Mistrz i Matgorzata”

sie 1| 2224 3040 {0030 |go 21 258 10353 |0074
i 2| 2217 3030 |0061 |pan 22 255 10349 | 0077
w 31983 2,710 0081 byl 23 252 10344 0079
na 4 | 1649 2,254 10090 |jego 24 223 10305 |0073
nie 5 | 1507 2000 {0,103 |mu 25 218 10298 |0074
z 6 | 1265 1,729 (0,104 |od 26 204 | 0279 |0072
ze 7 905 1237 0,087 |tylko 27 204 10279 |0075
to 8 863 1,180 0,094 |jeszcze 28 201 0275 10077
do 9 828 1,132 0,102 |pod 29 198 | 0271 |0078
a 10 586 0,801 10,080 |j 30 194 10265 |0,080
0 11 461 0,630 0069 |przez 31 192 | 0262 | 0,081
ale 12 412 0563 [0068 |tego 32 186 | 0254 | 0,081
jak 13 404 0552 0072 |z 33 184 | 0251 0,083
€0 14 370 0,506 10,071 |byt 34 168 | 0230 | 0,078
po 15 370 0,506 | 0,076 |kiedy 35 164 | 0224 0,078
juz 16 354 0484 0077 |mi 36 158 | 0216 |0078
2 17 320 0437 |0,074 |sobie 37 156 | 0213 0079
tak 18 304 0416 0075 |ma 38 154 10210 |0,080
tym 19 267 0,365 0,069 |mnie 39 153 | 0209 0,082
jest 20 266 0364 {0,073 | powiedzat 40 153 10,209 | 0,084

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tab. 1.15. Wyniki analizy Zipfa utworu Michata Buthakowa ,Mistrz i Matgorzata”

10 14027 19,17 19.2 0,055 0,083
20 17555 4,82 240 0,110 0078
30 19762 3,02 270 0,165 0,077
40 21430 2,28 29,3 0,221 0,078
N 73163 18132

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Kolejna reguta podobna do prawa Zipfa to prawo Heapsa opisujace za-
lezno$¢’ miedzy rozmiarem tekstu N a liczbq uzytych w nim réznych wyra-
z6w V. Relacje ta wyraza wzor V=K*N’, w ktérym parametry K oraz a ustala
sie empirycznie. Dla jezyka angielskiego zazwyczaj K ~ [30;100] natomiast
a = [0,4;0,6]. Dla innych jezykéw parametry te przyjmuja inne wartosci. Re-
guta Heapsa moze by¢ wykorzystana np. w projektowaniu tekstowych baz
danych do ustalenia rozmiaréw indeksu jako funkcji rozmiaru bazy danych.

Rys. 1.12. Wykres Zipfa typu czestosé-pozycja dla 100 najczestszych wyrazéw
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Rys. 1.13. Wykres Zipfa typu czestosé-pozycja dla 1000 najczestszych wyrazéw
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* Por. D.C. van Leijenhorst, T.P van der Weide, A formal derivation of Heaps’ Law, Information
Science, 170/2005, p. 263-272.
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Rys. 1.14. Logarytmiczny wykres Zipfa typu czestosé-pozycja dla 6000 najczestszych wyrazéw
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Rys. 1.15. Logarytmiczny wykres Zipfa typu czestosé-pozycja dla wszystkich 18 000 wyrazéw
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Prawo Zipfa dotyczy takze ludnosci i powierzchni miast, przychodéw
i rozmiaréw korporacji gospodarczych, rozktadu dochodéw oséb, rozktadu
liczby trzesien ziemi od najstabszych do najsilniejszych. Réwnanie Zipfa po-
zwala opisa¢ popularnos¢ witryn internetowych, dzieki czemu mozna bar-
dziej wydajnie zaprojektowa¢ tabele adresowe serweréw'”.

" Inne przykfady zastosowania prawa Zipfa znalez¢ mozna m.in. w pracach A.A. Adamic, BA.
Huberman Zipf's Law and the Internet, Glottometrics, 3/2002, p. 143-150, Y.M. loannides,
H.G. Overman, Zipf's law for cities: an empirical examination. Regional Science and Urban
Economics 2002; X. Gabaix, Zipf's Law and the growth of cities, American Economic Review,
89/1999, p. 129-132; M. Aida, N. Takahashi, T. Abe, A proposal of dual Zipfian model forde-
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W pracy z 1941 r. Zipf stwierdzit", ze krzywa rozktadéw dochodéw dla
Indonezji wyraznie odbiega od reguty rozktadu potegowego, stad wysnut
teze, ze w tym kraju beda duze napiecia spoteczne. Rewolucja w Indonezji
rzeczywiscie zaczeta sie 4 lata pézniej, w 1945 roku.

Prawo Zipfa zaktada, Ze istnieje Scisty zwigzek pomiedzy rangami obiek-
tow (miasto, firma, osoba) w ich uporzadkowaniu ze wzgledu na analizowa-
ng ceche a wielkoscig tej cechy (rank-size rule). Odwrotnoscig prawa Zipfa
jest prawo proporcjonalnego wzrostu Gibrata (1904-1980), zgodne z kt6-
rym wielkos¢ firmy i stopien jej wzrostu sg niezalezne od siebie®.

Alfred James Lotka (1880-1949)

= Amerykanski matematyk, chemik, statystyk, biolog, demograf.

= Prezydent Population Association of Americ (1938-1939), American
Statistical Association (1942).

+ Statystyk w agencji ubezpieczeniowej w Nowym Jorku (1924-1947).

= Wspoéttworca modelu drapieznik-ofiara (model Lotki-Volterry). Vito
Volterra (1926) podat réwnanie opisujgce populacje ryb odtawianych
w Morzu Adriatyckim, natomiast A. Lotka (1910-1920) rownanie opisu-
jace oscylacje stezen substancji w reakcji chemicznej. Model Lotki-Vol-
terry pozwala analizowac uktady dynamiczne w ekosystemach, w demo-
grafii a takze w gospodarce.

= Sformutowat réwnanie tgczace strukture wieku ludnodci, ptodnos¢
i umieralno$¢, co w demografii dato poczatek koncepcji ludnosci usta-
bilizowanej.

Prawo Lotki (1926)

Prawo to nazywane prawem produktywnosci pracownikéw nauko-
wych, opisuje zalezno$¢ miedzy liczbg publikacji (X) a liczbg autoréw (Y)
majgcych dang liczbe publikacji (w zadanym okresie czasu i w ustalonym
obszarze merytorycznym)®. Odpowiedni wzor ma posta¢ Y=const/X" gdzie
const oraz a to state. Parametr a ~ 2, natomiast const przyjmuje wartos¢
zalezng od analizowanej dziedziny i w przyblizeniu réwny jest liczbie pra-

scribing HTTP access trends and its application to address cache design, IEICE Transactions on
Communications, 81(7)/1998, p. 1475-1485.

"' G.K. Zipf National Unity and Disunity. The Nation as a Bio-Social Organism, Principia Press,
Bloomingotn Indiana, Princeton Press, 1941.
12

Wiecej informacji o G.K. Zipfie i jego osiagniecich zob. To honor G.K. Zipf, Glottometrics,
372002 (m.in. prace: R. Rousseau George Kingsley Zipf: life, ideas, his law and informetrics, p.
11-18; A. Altman, Zipfian linquistics, p. 19-26).

" AJ. Lotka, The frequency distribution of scientific productivity, Journal of the Washington
Academy of Science, 16/1926, p. 317-323.
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cownikéw, ktérzy napisali tylko jeden artykut w badanym obszarze tema-
tycznym.

Inaczej méwiac, liczba autoréw (Y), z ktérych kazdy napisat pewnq
liczbe prac, jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu liczby tych prac
(X). Wiekszos¢ autorow (60%) pisze jedng publikacje, a bardzo maty od-
setek autoréw tworzy duzg czes¢ publikacji. Dla przyktadu jezeli przyjmie-
my za const=200 to liczba autoréw, ktérzy napisali od 1 do 12 artykutow
ksztattuje sie nastepujaco:

X - liczba artykutow 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11 | 12

Y - liczba autoréw
2 liczbg artykutow 1,2,...

200150 | 22|13 8 6 | 4 3 2 2 2 1

Podobne zaleznosci majg miejsce na przyktad w lotnictwie wojskowym, dla
odzwierciedlenia liczby pilotéw wojskowych w zaleznosci od liczby zestrzelo-
nych przez nich samolotéw.

Prawa Bradforda, Zipfa, Heapsa, Lotki i ich mutacje sg podstawg dyscy-
pliny zwanej informetriq (infometrics) i bedaca czescig informatologii (in-
formologii) jako nauki zajmujacej sie teoretycznymi i praktycznymi aspektami
wiedzy o informacji. Informetria ktadzie nacisk na wykorzystanie metod ilo-
Sciowych i statystycznych do badania praw rzgdzacych informacja.

Innymi dziatami informatologii'* sa:

* bibliometria analizujgca zjawiska i procesy, w ktérych biorg udziat doku-
menty (wydzielenie najczedciej cytowanych czasopism, relacje pomiedzy
czasopismami krajowymi i zagranicznymi, ocena efektywnosci dziatalno-
Sci bibliotecznej),

* naukometria, zajmujgca sie ilosciowg charakterystyka struktury nauki,
okresleniem dynamiki i kierunkéw jej rozwoju,

* webometria, badajgca dynamike zmian w Srodowisku www,

= cybermetria, poszerzajaca zakres badan webometrii o zasoby elektro-
niczne,

= infobrokering, tworzy zasady i metody efektywnego pozyskiwania ade-
kwatnych informacji, zwtaszcza w postaci elektronicznej.

" Wiecej informadji znalez¢ mozna w pracach: M. Dembowska, Nauka o informacji naukowej
(informatologia). Organizacja i problematyka badan w Polsce, Instytut Informacji Naukowe;j,
Technicznej, Ekonomicznej IINTE, Warszawa 1991; J. Ratajewski, Wybrane problemy metodo-
logiczne informologii nauki (informacji naukowej), Prace Naukowe US, Katowice 1994; B. Sor-
dylowa, Informacja naukowa w Polsce. Problemy teoretyczne, Zzrédta, organizacja, Ossolineum,
Wroctaw 1987; E. Scibor, Informacja naukowa w Polsce: tradycja i wspétczesnosc, Olsztyn 1998;
Z. Zmigrodzki (red.) i in., Informacja naukowa: rozwéj, metody, organizacja, Wyd. SBP Warszawa
2006.
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1.4. Odkrywcy prawa Benforda

Ponizej przytoczono krotkie charakterystyki oséb (por. tab. 1.16), ktére
szczeg6lnie przyczynity sie do powstania i popularnosci prawa Benforda.
Nalezy do nich zaliczy¢ przede wszystkim niezyjacych juz twércéw prawa —
S. Newcomba oraz F. Benforda. Jak sie wydaje, do tej listy mozna dotgczyé
takze T. Hilla oraz M. Nigriniego, kt6rzy od wielu lat prowadza najbardziej
intensywne badania nad prawami rozktadu cyfr znaczgcych.

Slmon Newcomb (1835-1909)
Studiowal frenologie, nauke o powigzaniu ksztattu czaszek z osobowo-
Scia.
W wieku 21 lat zatrudniony jako ,computer” (osoba ds. obliczef)) w Na-
utical Almanac Office, Cambridge, Massachusetts.
P6Zniej dyrektor Nautical Almanac Office.
Profesor matematyki i astronomii w John Hopkins University.
Przyczynit sie do pomiaru szybkosci Swiatta, ustalenia doktadnej orbity
Ksiezyca.
Stworzyt system statych astronomicznych.
Zatozyciel i prezes: American Astronomical Society, American Mathe-
matical Society, American Association for the Advancement of Science,
Philosophical Society of Washington.
Najbardziej znany amerykanski astronom. Otrzymat najwyzsze nagro-
dy naukowe w zakresie astronomii w USA, Wielkiej Brytanii, Holandii
i Niemczech.
W Kanadzie przyznawana jest przez Royal Astronomical Society nagroda
jego imienia — Simon Newcomb Award.
Praca na temat rozktadu pierwszych cyfr znaczacych ze wzorem

p(d)=log(1+1/d)

liczyta 2 strony i nie zostata przez 60 lat przez nikogo zauwazona.
W 1885 r. przyczynit sie do powstania prawa Irvinga Fishera (1911)
w zakresie ilosciowej teorii pienigdza (Quantity Theory of Money) wyrazo-
nej wzorem MV=PT, gdzie M - liczebnos¢ pienigdza w obiegu, V - szyb-
kos¢ obiegu pienigdza (transakcji), P — poziom cen, T - liczba transakcji.
Z podanego wzoru wynika, ze jezeli relacja T do V jest stata, to wzrost
pienigdza w obiegu powoduje wzrost cen (inflacje).
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Frank Benfrod (1883-1948)
Amerykanski inzynier, fizyk, elektrotechnik.
Po ukonczeniu Uniwersytetu w Michagan w 1910 r., pracowat w firmie
General Electric, najpierw przez 18 lat w llluminating Engineering Lab,
a potem przez 20 lat w Research Lab.
W 1937 r. skonstruowat instrument pomiaru zatamywania $wiattfa.
Ekspert pomiaréw optycznych, autor 109 dokumentéw z zakresu optyki
i matematyki.
Opracowat 20 patentéw na przyrzady optyczne.
W 1938 r. opublikowat jedyng w swoim dorobku prace na temat roz-
ktadu cyfr znaczacych. W swojej pracy nie wykorzystat informacji wyni-
kajacych z wezedniejszej pracy S. Newcomba z 1881 r. Publikacja ta nie
zostata zauwazona przez 30 lat.

Tab. 1.16. Odkrywcy prawa Benforda

Simon Newcomb (1835-1909) Frank Benford (1883-1948)

3
| M
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Theodore Hill (1943- ..) Mark Nigrini (1957 - ...

Zrédto: opracowanie wiasne.

Theodore Preston Hill (1943-...)
Matematyk zatrudniony w George Institute of Technology, specjalizujgcy
sie w teorii prawdopodobienstwa, a w szczegdlnosci w prawie Benforda.
Absolwent Akademii West Point (1966), rocznika o najwiekszym procen-
cie ofiar wojny w Wietnamie, uczestnik tej wojny.
Autor prac dotyczacych wyboru najlepszego obiektu (problem towcy po-
sagu, problem sekretarki) ze skoficzonego zbioru istotnie réznych pro-
pozycji, prezentowanych w losowej kolejnosci (reguta zatrzymywania,
optimal stopping theory).
Autor prac zwigzanych z problemem sprawiedliwego podziatu (fair divi-
sion problem) oraz strategig Cut-And-Choose.
Twérca serwisu internetowego benfordonline.net, zawierajgcego biblio-
grafie prac zwigzanych z prawem Benforda, a takze dwoch innych por-
tali motherfunctor.org oraz earlyamericanmathbooks.org
Petna dokumentacja dorobku naukowego znajduije sie na witrynie tphill.net.

Mark Nigrini (1957-...)

Profesor w St. Michael’s College of New Jersey, specjalizacja: rachunko-
wos¢ finansowa, rachunkowos¢ zarzadcza, audyt, zastosowania mate-
matyki, systemy informatyczne, wykrywanie oszustw finansowych.
Cztonek American Accounting Assotiation, Institute of Internal Auditors.
W 1992 r. obronit prace doktorska (University of Cincinnati) na temat
The Detecion of Income Tax Invasion Through an Analysis of Digital Distri-
butions.
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= Analiza zwrotéw podatkéw Billa Clintona w latach 1977-1992.

= Pierwszy z naukowcéw, ktéry prébuje zarobi¢ pienigdze na znajomosci
prawa Benforda — ptatne seminaria naukowe (>150 dol.), ksigzki w ce-
nie 32 centy za strone.

= Zebrat wiele przypadkéw opisujacych oszustwa finansowo-ksiegowe.

Wyczerpujace informacje o M. Nigrinim i jego prac znalez¢ mozna w wi-
trynie nigrini.com.

W tabeli 1.17 przedstawiono kalendarium wazniejszych wydarzen, jakie
miaty miejsce w zwigzku z prawem Benfora przed rokiem 2000. Wskazano
tu na role odkrywcow tego prawa, a takze na osiggniecia kilka innych bada-
czy, ktoérzy przyczynili sie w poczatkowym okresie do rozwoju, popularyzacji
i zastosowan prawa pierwszych cyfr znaczacych.

Tab. 1.17. Kalendarium wazniejszych osiggnie¢ w zakresie prawa Benforda przed 2000
rokiem

Rok | Nazwisko Wyszczegdlnienie Praca

Pierwsza praca na temat rozktdu | Note on the frequency of use of the different digits
1881 | S. Newcomb | cyfr znaczacych. Niezauwazona | in natural numbers, American Journal of Math-

przez 60 lat. ematics 4(1)/1881, p. 39-40.

Fundamentalna praca dajaca The law of anomalous numbers, Proceedings of
1938 | F Benford poczatek teorii i analizy rozkfadu | the American Philosophical Society 78/1938,

cyfr znaczacych. p. 551-572.
1944 S.A. Goudsmith | Teza, e prawo Benforda wynika | Significant figure of numbers in statistical tables,

WH. Furry ze sposobu zapisu liczb. Nature, 154/1944, p. 800-801.

Modyfikacja formuty wyznaczania | The distribution of leading digits in statistical
1945 |G, Stigler pierwszej cyfry maczacej oparta tables (praca nieopublikowana).

na innych zatozeniach niz formufa

Benforda.

Prawo Benforda oddaje Das Harmoniesgestez der Statistik,Fine Untersuc-
1948 | LV Furlan harmoniczng istote rzeczywistosci | hung uber die metrische Interdependenz der sozia-

- (skala logarytmiczna). leen Erscheinungen, Bael, Switzerland, Verlag fur
Recht und Geselschaft, XI11/1948.

Dowéd na niezmienniczo$¢ skali | On the Distribution of First Significant Digits.

rozktadu Benforda wzgledem Annals of Mathematical Statistics 32(4)/1961,
1961 | RS. Pinkham | dowolnej operacji arytmetycznej | p. 1223-1230.

(mnoZenia, dzielenia,

potegowania).

Popularyzacja problematyki The Peculiar Distribution of First Digits. Scientific
1969 |RA Raimi prawa Benforda. American 221(6)/1969, 109-119, On Distribution

o of First Significant Figures. American Mathematical
Monthly 76(4)/1969, p. 342-348.
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Rok | Nazwisko Wyszczegolnienie Praca
Pierwsze zastosowania prawa Anomalies in Income Numbers: Evidence of
1988 | C Carslaw Benforda do analizy danych Goal Oriented Behavior,The Accounting Review
: finansowych w poszukiwaniu 63(2)/1988, p. 321-327.
bredéw.
Pierwsze proby wykorzystania Can Benford's law be used in forensic accounting?.
prawa Benforda w audycie The Balance Sheet, VI/1993, 7-8. Using digital
ksiegowym. frequencies to detect fraud. Fraud Magazine,The
1993 | M.J. Nigrini White Paper Index 8(2)/1994, 3-6; A taxpayer
compliance application of Benford's law. Joumal
of the American Taxation Association 18(1)/1996,
p. 72-91.
Dowdd na niezmienniczos¢ Base-Invariance Implies Benford's Law. Proceed-
podstawy systemu liczbowego, [ ings of the American Mathematical Society
1995 | TR Hill ktdra to whasnos¢ rozktad 123(3)/1995, 887-895, The Significant-Digit
Benforda posiada jako jedyny Phenomenon. American Mathematical Monthly
102(4)/1995, p. 322-327.
Prawo Benforda opisuje "rozktad | A Statistical Derivation of the Significant-Digit
1996 | TP Hil rozktadow” - losowo dobrane Law. Statistical Science 10(4)/1996, 354-363
- proby z losowo dobranych The first digital phenomenon, American Scientist,
rozktadéw. 86/1998, p. 358-363.
Pierwsze zastosowania prawa On the Peculiar Distribution of the US Stock In-
1996 | E. Leo Benforda do analizy danych dexes' Digits. American Statistician 50(4)/1996,
gietdowych. p.311-313.
Powstaje digital analysis - system | The use of Benford's Law as an aid in analytical pro-
procedur do analizy wiasnosci cedures. Auditing - A Journal of Practice & Theory
rozktadéw cyfr i ich kombinacji | 16(2)/1997, 52-67 (M.J. Nigrini, LJ. Mittermaier)
1997 | M.J. Nigrini w celu poszukiwania nietypowych | Numerology for Accountants. Journal of Accoun-

wartosci.

tancy, November 1998, p. 15. Adding value with
digital analysis. The Internal Auditor 56(1)/1999,
p. 21-23.
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Rozdziat 2
Istota prawa Benforda

2.1. Podstawowe informacje

Frank Benford, fizyk zatrudniony w laboratorium General Electrics, za-
inspirowany pracg Newcomba réwniez zwrécit uwage na nierdbwnomierne
zabrudzenie tablic logarytmicznych i podjat kilkuletnie badania majgce na
celu sprawdzenie, czy rzeczywiscie mamy do czynienia z sytuacjg, w ktorej
czesciej na pierwszym miejscu liczb wystepuja raczej cyfry mniejsze niz wiek-
sze. W swojej pracy' opublikowat wyniki analizy ponad 20 tys. liczb charak-
teryzujgcych 20 réznych zjawisk (m.in. powierzchnia rzek, liczba mieszkan-
cow w jednostkach administracyjnych, dane adresowe 0s6b z Amercian Men
of Science, wyniki rozgrywek w baseballu, wskazniki $miertelnosci, liczby
znajdujace sie w artykutach zamieszczonych w Readers Digest, itp.). W wiek-
szosci przypadkéw F. Bedford uzyskat podobne wyniki, ktére doprowadzity
go do sformutowania prawa opisujgcego czestos¢ wystepowania cyfr od
1 do 9 na poczatku liczb.

Zgodnie z tym prawem prawdopodobiefistwo P(d) z jakim pojawia sig
pierwsza cyfra znaczaca d, w liczbach wielocyfrowych wzigtych z duzego
zbioru liczb dana jest wzorem:

@2.1)

~ log(d; ) —log(d;) B d; +1 B 1| ~
P(d;) = = log 4 =log 1+(7 —log(dl.+l)—log(di) (d; =12,..9)

log(10) —log(1) ; ;

W tabeli 2.1. ukazano wyniki analiz uzyskane przez F. Benforda. Zbiory
danych uporzadkowane s3 wedtug malejacych wartosci statystyki chi-kwa-
drat oraz odpowiadajgcemu tej statystyce prawdopodobiefstwu p zdarze-
nia polegajgcego na odrzuceniu prawdziwej hipotezy o zgodnosci danego
rozktadu empirycznego z rozktadem Benforda.

Jak mozna zauwazy¢ (por. rys. 2.1) w rozktadzie pierwszych cyfr znacza-
cych podanym przez Benforda cyfra 1 wystepuje z czestoscig 30%, nastep-
ne cyfry pojawiajg sie coraz rzadziej, az do cyfry 9, dla ktérej czestos¢ wyno-
si tylko 4,6%. Rozktad Benforda z duza doktadnoscig (R?=0,999) mozna
aproksymowac funkcjg potegowa:

" F Benford, The Law of Anomalous Numbers, Proceedings of the Amercian Philosophical So-

ciety, 78/1938, p. 551-572.
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P(d;)=031331%d; > (d, =12,...9)

(2:2) 1100* P(d,) =31331%d7% (4, =12,...9)

Inne funkcje, np. logarytmiczna nie oddaja tak dobrze przebiegu krzywej
Benforda.

Rys. 2.1. Prawo Benforda — rozktad czestosci pierwszych cyfr znaczqcych

35
30 4 30,1
\ F. potegowa
\ y=31,331x 0%
25 R"=0,9985
20 F 1ogarytmiczna
y=-11,15Ln(x) + 26,971
15 17,6 R®=0,9473
10
5
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Rys. 2.2. Rozktady czestosci pierwszych cyfr znaczqgcych w 12 zbiorach FB najbardziej
zgodnych z prawem Benforda
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Rozdziat 2

Rys. 2.3. Rozktady czestosci pierwszych cyfr znaczgcych w 8 zbiorach FB najmniej zgod-
nych z prawem Benforda
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Rys. 2.4. Rozktady czestosci pierwszych cyfr znaczqcych wg prawa Benforda oraz dla
sumy i dla wartosci srednich z 20 zbioréw FB
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W tabeli 2.2 zestawiono wartosci funkcji potegowej (2.2) z czestosciami
rozktadu Benforda. Réznice pomiedzy tymi rozktadami nie sg duze — Sred-
nia z modutéw réznic czestosci wynosi 0,3%, natomiast Srednia z modutéw
réznic czestosci wzglednych (w stosunku do czestosci w prawie Benforda)
- 2%.
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Tab. 2.2. Funkcja potegowa P=33,331*d 0,863 1 aproksymujgca rozktad Benforda

d F. poteg. F. Benf. P-B (P-B)/B %
1 313 30,1 1,2 4.1
2 17,2 17,6 0,4 -2,2
3 12,1 12,5 -0,4 -2.8
4 9,5 9,7 -0,2 23
5 78 79 0,1 14
6 6,7 6,7 00 03
7 58 58 00 07
8 52 5,1 0,1 1,8
9 4,7 4,6 0,1 2,8
100,3 100,0 03 20

Zrédto: opracowanie whasne.

Na rysunku 2.2 podano wykresy czestosci pierwszych cyfr znaczacych
dla 12 zbioréw danych analizowanych przez F. Benforda, w ktérych zaob-
serwowano najwiekszg zgodnos¢ rozktadu empirycznego z teoretycznym.
Prawdopodobienstwo popetnienia btedu odrzucenia hipotezy o zgodnosci
poréwnywanych rozktadéw ksztattuje sie w tych przypadkach na poziomie
nie wiekszym niz 0,05.

Na rysunku 2.3 przytoczono wykresy dla pozostatych 8 zbioréw da-
nych, w ktérych zgodnos¢ z rozktadem Benforda byta stosunkowo mniej-
sza. W przypadku dwéch zbioréw: (J) masy atomowej oraz (L) Dane z pro-
jektow zgodnos¢ z prawem Benforda obserwuje sie przy ostrzejszym pozio-
mie istotnosci [>0,01]. Réwniez w przypadku nastepnych dwéch zbioréw:
C — Stafe oraz S — potegi liczb naturalnych, obnizajgc poziom istotnosci
do 0,001, mozna by przyja¢ hipoteze o zgodnosci rozktadéw. Jedynie
w 4 ostatnich zbiorach (na 20 analizowanych) trzeba zdecydowanie odrzu-
ci¢ hipoteze o zgodnosci rozktadéw cyfr znaczacych z rozktadem Benforda.

Na rysunku 2.4 przedstawiono rozktady czestosci dla zbioru sumarycz-
nego (dla n=20229) powstatego jako mieszanka wszystkich 20 zbioréw
danych (SUMA) oraz rozktad czestosci ustalonych jako Srednia z czestosci
dla poszczegélnych zbioréw danych (Srednia). Sadzac z wykresu, obydwa te
rozktady charakteryzujg sie duza wzajemng zgodnoscig, jak réwniez zgod-
noscig z prawem Benforda. Jednak rzut oka na statystki chi-kwadrat wska-
zuje, ze wniosek o zgodnosci poréwnywanych rozktadéw uzasadniony jest
tylko dla rozktadu usrednionego (Srednia) natomiast w przypadku rozktadu
sumarycznego (SUMA) hipoteze o zgodnosci z rozktadem Benforda nalezy
odrzuci¢. Zwigzane to jest z liczebnoscig zbioru danych n. Liczebnosci te s3
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bardzo zréznicowane — liczebnod¢ sumaryczna przekracza 20 000, nato-
miast liczebnos¢ Srednia jest 20x mniejsza.

Z podanego przyktadu wynika, ze wzrokowa pobiezna ocena podobien-
stwa wykreséw moze by¢ zawodna we wnioskowaniu o zgodnosci rozktadéw.
Trzeba zwréci¢ uwage na wskazania miernikow i testéw statystycznych stuza-
cych do obiektywnego ustalania, czy poréwnywane rozktady sg zbiezne, czy
tez réznice pomiedzy nimi sg zbyt duze, aby je uznac za réwnorzedne.

Prawo Benforda powigzane jest scile z ciggiem Fibonacciego oraz mniej
znanym ciggiem Lukasa. Ciggi te okreslone sg rekurencyjnym wzorem:

23) |F(i+1)=F(@i)+F(i-1)

ciagg Fibonacciego F(O)=0 KT1)=1 {1, 1, 2, 3, 5,8, 13, 21,
34,55, 89, 144, ...}
cigg Lukasa

76,123,199, ...}

FO0)=2 F(1)=1 {1,3,4,7,11,18, 29, 47,

Analiza rozktadu 1475 liczb tych ciggbw doprowadza do wniosku, ze
w obu przypadkach rozktady pierwszych cyfr znaczacych sg catkowicie
zgodne z rozktadem Benforda (por. tab. 2.3). Na marginesie warto dodac,
ze z uwagi na przekroczenie maksymalnego rzedu doktadnosci w Excelu,
w obydwaoch ciggach nie udato sie uzyska¢ wiecej liczb niz 1475. Ostatnie
(mozliwie najwieksze) wartosci w tych ciggach wynosza odpowiednio:

- dla ciggu Fibonacciego 4,99225460547777000E+307

- dla ciggu Lukasa 1,11630206588347000E+308

Roéwniez inne ciggi, w ktorych kolejny element jest sumg dwéch po-
przednich elementéw o dowolnych wartodciach, sg zgodne z rozktadem
Benforda. W tabeli 2.3 podano rozktady pierwszych cyfr dla dwéch innych
ciggdéw, w ktorych F(O)=F(1)=2 oraz F(0)=3 i F(1)=1. Réznice w rozktadach
wynikajg z zaokraglen i nie przekraczaja 1.

Tab. 2.3. Rozktady pierwszych cyfr znaczqcych w ciggach Fibonacciego i Lukasa wraz
7z rozktadem Benforda dla n=1475

d Benford FO=0 F1=1 FO=2 F1=1 FO=F1=2 FO=3 F1=2
1 444 444 444 444 443
2 260 260 260 261 259
3 184 184 184 183 185
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4 143 143 143 143 142

5 17 117 17 117 118

6 99 98 98 99 98

7 86 85 85 85 86

8 75 77 77 75 75

9 67 67 67 68 68
1475 1475 1475 1475 1474

Fibbonacci Lukas

Zrédto: opracowanie whasne.

2.2. Testy zgodnosci empirycznych rozktadoéw cyfr z rozktadami
wynikajgcymi z prawa Benforda

W podrecznikach statystyki znanych jest wiele metod oceny zgodnosci
rozktadéw. Sa to:

test chi-kwadrat,

testy Kotmogorowa—Smirnowa,

testy istotnosci oparte na statystyce z,

mierniki zgodnosci.

Metody te wykorzystywane sg do odpowiedzi na pytanie, czy empirycz-
ne rozktady nastepujacych cyfr:

F1 — pierwszej cyfry znaczacej,

F2 — dwéch pierwszych cyfr znaczgcych,

F3 - trzech pierwszych cyfr znaczacych,

D2 - doktadnie drugiej cyfry znaczacej,

D3 - doktadnie trzeciej cyfry znaczacej,

L1 - ostatniej cyfry
s zgodne z rozktadami wynikajgcymi z prawa Benforda.

Ponizej podano wzory i definicje poszczegélnych parametréow. We wzo-
rach przyjeto nastepujgcg konwencje oznaczen.

n — ogoblna liczba obserwacji w analizowanym zbiorze

k — liczba kombinacji cyfr (w tescie F1 — k=9, w testach D2, D3, L1 -

k=10, w tescie F2 k=90 natomiast w tescie F3 — k=900)

i = subskrypt oznaczajgcy numer kolejny kombinacji cyfr (i=1,2,...,k)

n oraz N (i=1,2,...k) - liczebnosci empiryczne i teoretyczne pojawienia

sie i-tej cyfry (lub i-tej kombinacji cyfr)

coraz € (i=1,2,...,.k) — czestosci empiryczne i teoretyczne dane wzorami:
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24) |e="100 & ="t100

- poraz p; (i=1,2,...k — prawdopodobienstwa empiryczne i teoretyczne
dane wzorami:

n.
25) |p=" p="
n

+ [ oraz f, (i=1,2,...,k) - wartosci dystrybuanty (kumulanty) empirycznego
i teoretycznego rozktadu czestosci cyfr dane wzorami:

(2.6) /; =Zpl j; :Zﬁl
[= =

Do oceny zgodnosci rozktadéw najczesciej stosowany jest test chi-kwa-
drat, w ktérym wyznacza sie warto$¢ parametru:

k 2k ~ N2 k Y k 2
2 _ N (m —npy) _ (n; —1n;) _ (p; = p;) __n (c;=¢)
S R - I R

i i=1 i

Statystyke (2.7) poréwnuje sie z wartoscig krytyczng testu y” dla zatozo-
nego poziomu istotnosci o oraz k-1 stopni swobody’. W tabeli 2.4, podano
wartosci krytyczne testu y* dla wybranych pozioméw istotnosci oo = 0,1;
0,05, 0,011 0,001 oraz dla stopni swobody wtasciwych dla testéw F1-F3,
D2,D3iLT.

* Niektorzy autorzy twierdzg, ze test chi-kwadrat jest zbyt rygorystyczny, gdyz jego wskazania
w duzym stopniu zalezg od liczby elementéw w analizowanym zbiorze n. W analizach zwiaza-
nych z rozktadami Benforda zwykle mamy do czynienia z bardzo duzymi zbiorami i w takich
przypadkach nawet niewielkie odchylenia liczebnosci teoretycznych i empirycznych mogga suge-
rowac istotng niezgodnos¢ poréwnywanych rozktadéw. Por. E. Ley, On the Peculiar Distribution
of the U.S. Stock Indexes’ Digits, The American Statistician, 50/1996, p. 311-313; D.E.A.Giles,
Benford’s Law and Naturally Occurring Prices in Certain e-Bay Auctions, Applied Economics Let-
ters, 1472007, p.157-161.

* Wartosci te mozna uzyskac stosujgc w Excelu funkcje =ROZKEAD.CHI.ODWR (a;; s3), gdzie ss
to liczba stopni swobody (ss=k-1)
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Tab. 2.4. Wybrane wartosci krytyczne testu y;,

Test K a =0,1 a =0,05 a =0,01 a =0,001
F1 9 134 15,5 20,1 26,1
D2, D3, L1 10 14,7 16,9 217 279
F2 90 106,5 12,0 1229 136,0
F3 900 953,8 969,9 1000,6 10358

Zrédto: opracowanie whasne.

Im wyzsza jest wartos¢ empiryczna statystyki x° tym bardziej roznig sie po-
rownywane rozktady. Jezeli ’>y’, to z prawdopodobienstwem T-o. mozna
twierdzi¢, ze rozktad empiryczny nie jest zgodny z regutami prawa Benforda.

W analizach korzysta sie takze z parametru wskazujgcego jaki poziom
istotnosci o odpowiada ustalonej wartosci empirycznej testu x”. W tabeli
2.5 podano wartosci tych prawdopodobienstw dla statystyk® z przedziatu
w ktérym zawierajg sie typowe wartosci pozioméw istotnosci od 0,001 do
0,10. Warto tu zwréci¢ uwage, na fakt, ze przy 900 stopniach swobody (test
F3) oraz statystyce %°=890 funkcja w Excelu zwraca btad ,LICZBA!”

Tab. 2.5. Wartosci prawdopodobieristw w rozktadzie ° dla zadanej wartosci testu (chi
emp) oraz przy liczbie stopni swobody wiasciwej dla testéw Benforda

Test F1 D2,D3,L1 F2 F3

chi emp 9 10 chi emp 90 chi emp 900
4 0,857 0911 80 0,742 860 0,821
6 0,647 0,740 85 0,600 875 0,711

8 0433 0,534 90 0,450 890 #LICZBA!
10 0,265 0,350 95 0312 905 0,438
12 0,151 0,213 100 0,200 920 0,306
14 0,082 0,122 105 0,118 935 0,197
16 0,042 0,067 110 0,065 950 0,116
18 0,021 0,035 115 0,033 965 0,062
20 0,010 0,018 120 0,016 980 0,031
22 0,005 0,009 125 0,007 995 0,014
24 0,002 0,004 130 0,003 1010 0,006
26 0,001 0,002 135 0,001 1025 0,002
28 0,000 0,001 140 0,000 1040 0,001
30 0,000 0,000 145 0,000 1055 0,000

Zrédto: opracowanie whasne.

“ W tym przypadku korzysta sie z funkgji w Excelu =ROZKXAD.CHI (stat; ss) gdzie stat=y’.
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Tab. 2.6. Wartosci prawdopodobienstw w rozktadzie y” dla zadanej wartosci testu chi-
-kwadrat [870,900;1] oraz liczbie stopni swobody z przedziatu [870;920,10]

chiemp / ss 870 880 890 900 910 920
870 0,484 #LICZBA! 0,609 0,750 0819 0875
871 0,475 #LICZBA! 0,661 0,743 0813 0,870
872 0,465 #LICZBA 0,652 0,735 0,806 0,864
873 0,455 #LICZBAI 0,643 0,727 0,800 0,859
874 0,446 #LICZBAI 0,634 0,719 0,793 0,854
875 0,437 #LICZBAI #LICZBAI 0,711 0,786 0,848
876 0427 #LICZBAI #LICZBAI 0,702 0,779 0,842
877 0418 #LICZBA! #LICZBAI 0,694 0,772 0,836
878 0,409 #LICZBA! #LICZBA! 0,686 0,764 0,830
879 0,399 0,494 #LICZBA! 0,677 0,757 0,824
880 0,390 0,484 #LICZBA! 0,668 0,749 0,818
881 0,381 0,475 #LICZBA! 0,660 0,741 0,811
882 0372 0,465 #LICZBAI 0,651 0,734 0,805
883 0,363 0,456 #LICZBAI 0,642 0,726 0,798
884 0,354 0,446 #LICZBAI #LICZBAI 0,718 0,791
885 0,346 0,437 #LICZBA #LICZBAI 0,710 0,784
886 0,337 0,428 #LICZBA #LICZBA 0,701 0,777
887 0328 0418 #LICZBAI #LICZBA! 0,693 0,770
888 0,320 0,409 #LICZBA! #LICZBA! 0,685 0,763
889 031 0,400 0,494 #LICZBA! 0,676 0,756
890 0,303 0,391 0,484 #LICZBA! 0,668 0,748
891 0,295 0,382 0,475 #LICZBA! 0,659 0,740
892 0,287 0373 0,465 #LICZBA! 0,650 0,733
893 0,279 0,364 0,456 #LICZBA #LICZBA 0,725
894 0,271 0,355 0,447 #LICZBA! #LICZBAI 0,717
895 0,263 0,346 0,437 #LICZBAI #LICZBAI 0,709
896 0,256 0,338 0,428 #LICZBAI #LICZBAI 0,700
897 0,248 0,329 0,419 #LICZBAI #LICZBAI 0,692
898 0,241 0321 0,410 #LICZBA! #LICZBA! 0,684
899 0,233 0312 0,400 0,494 #LICZBA! 0,675

Zrédto: opracowanie wiasne.

W celu wyjasnienia tego btedu przeanalizowano ciggi formut =ROZ-
KEAD.CHI (chi; ss) dla wartosci statystyki y” z przedziatu [870;900] ze sko-
kiem co 1 oraz dla liczby stopni swobody z przedziatu [870;920] ze sko-
kiem co 10 (tab. 2.6). Jak sie okazuje, btad zlokalizowany jest na odcinkach
o dtugosci 15 jednostek i zaczyna sie dla wartosci x° o 15 mniejszej niz
zadana liczba stopni swobody.

Do ustalenia, czy omawiany btad ma charakter lokalny, czy globalny, wyzna-
czono wartosci formuty =ROZKEAD.CHI (chi; ss) dla parametréw w szerokim
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przedziale zmiennosci od 100 do 1800. W tabeli 2.7 przytoczono fragment
tych obliczen, poczawszy od miejsca, gdzie po raz pierwszy stwierdzono obec-
nos¢ tego btedu. Jak mozna zauwazy¢, btagd w omawianej formule pojawia sie
przy parametrach funkcji ROZKEAD.CHI na poziomie chi=ss=800. Poczatkowo
btad ten ,trwa” krotko, ale stopniowo okres jego obecnosci systematycznie sie
wydtuza — co 100 o 12 jednostek. W tabeli 2.8 podano poczatkowe i koficowe
wartosci statystyki y*, przy ktorych dla danej liczby stopni swobody zaczyna sie
wyswietla¢ btad: LICZBA! W ostatniej kolumnie tej tabeli znajdujg sie informa-
cje o dtugosci odcinka liczbowego, na ktérym btad ten jest obecny.

Tab. 2.7. Lokalizacja dtugosci odcinkéw na ktérych wyswietlany jest bigd LICZBA!
w funkcji ROZKEAD.CHI

Poczatek Koniec/ss Dtugosé
797 800 3
885 900 15
973 1000 27

1060 1100 40
1148 1200 52
1236 1300 64
1323 1400 77
1411 1500 89
1499 1600 101
1586 1700 114
1674 1800 126

Zrédto: opracowanie wiasne.

Kolejny problem, jaki pojawia sie przy wyznaczaniu wartosci miernikbw
dopasowania, zwigzany jest z kwestig zaokraglen. Ponizej przedstawiono
wyniki obliczen wartosci testu x’ na podstawie danych analizowanych
w klasycznej pracy Benforda’. Rezultaty ujete sg w formie dwoch tabel.

W tabeli 2.9 wzieto pod uwage empiryczny rozktad pierwszych cyfr zna-
czacych wynikajacy z sumy wszystkich 20 zbioréw analizowanych przez Ben-
forda. Tabela sktada sie z 6 modutéw (A-F), w ktérych przytoczono wyznacza-
ne statystyki y* w przypadku, gdy punktem wyjscia byty rozktady procentowe
wynikajgce z rozktadu Benforda (B%) oraz empiryczne rozktady cyfr znacza-
cych (E%). Na podstawie tych udziatéw procentowych wyznaczano teore-
tyczne [B] oraz empiryczne [E] liczebnosci absolutne n(i) rozktadéw (faczna
liczba obserwacji wynosita tu 20 229) oraz poszczegélne elementy sktadowe
statystyki ° — (B-E)*/B.

° F. Benford, The Law of Anomalous Numbers, Proceedings of the American Philosfical Society,
78/1938, p. 551-572.
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Istota prawa Benforda

W kolejnych modutach tabeli 2.9 przytoczono rozktady procentowe

w postaci:

A. wyjsciowe] (zgodnej z danymi przytoczonymi w pracy Benforda),

B. zaokraglonej do najblizszej liczby catkowite] przy pomocy funkcji
=ZAO0KR(x;0),

C. zaokraglonej do najblizszej liczby catkowitej (jak w module B) oraz 2 ko-
rektach majacych na celu doprowadzenie sumy liczby obserwacji do
100%,

D. zaokraglonej do najblizszej liczby catkowitej (jak w module B) oraz 2 in-
nych korektach majgcych na celu doprowadzenie sumy liczby obserwacji
do 100%,

E. zaokraglonej w déf do najblizszej liczby catkowitej przy pomocy funkgji
=ZA0KR.DO.CALK(x),

F. zaokraglonej do najblizszej liczby catkowitej (jak w module E) oraz 9 ko-
rektach majacych na celu doprowadzenie sumy liczby obserwacji do
100%.

Jak wynika z podanego przyktadu zaokraglanie elementéw rozktadu
powoduje wyrazne zmiany w statystyce y’. Poprawna, wyjsciowa wartos¢
tej statystyki wynosi tu 85,2, natomiast wszystkie pozostate statystyki sa
wieksze (nawet trzykrotnie) i zawierajg sie w granicach od 117,7 do 279,3.

W kolejnym eksperymencie zatozono, ze punktem wyjscia sg identyczne
rozktady procentowe, jak w poprzednim przyktadzie, ale z ta réznica, ze
byty one wyznaczane na podstawie nie 20 229 lecz tylko 5000 obserwacji.
Wyniki analizy (w analogicznym uktadzie, jak poprzednio) zawiera tabe-
la 2.10. Jak mozna zauwazy¢, wartosci statystyki y* w kazdym przypadku
zmniejszyty sie, przy czym podobnie, jak poprzednio, najmniejsze wartosci
uzyskano dla danych wyjsciowych (x* = 2,3), a dla wszystkich pozostatych
zbioréw danych statystyki ¢ ksztattowaty sie na wyzszym poziomie, w prze-
dziale od 29,1 do 69,0.

Przy okazji warto zauwazy¢, ze wartosci statystyki ° zalezg od ogolnej
liczby obserwacji. W omawianym przyktadzie statystyki te w tabeli 2.9 sg
czterokrotnie wyzsze niz w tabeli 2.10, gdyz liczba obserwacji w tabeli 2.9
(20 229) jest czterokrotnie wieksza niz w tabeli 2.10 (5000).

Natomiast wartos¢ krytyczna testu x° nie zalezy od liczby obserwacji n,
lecz od poziomu istotnosci a oraz liczby przedziatéw k poréwnywanych roz-
ktadoéw, czyli liczby stopni swobody ss=k-1. Oznacza to, ze im wyzsza jest
liczba obserwacji, tym wiekszy musi by¢ stopiefi podobienstwa rozktadow,
aby mozna byto je uznac za identyczne przy danym poziomie istotnosci.
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Rozdziat 2

Wzér pozwalajacy ustali¢ liczbe obserwacji, dla ktérej mozna bytoby
uznac, ze porbwnywane rozktady nie réznig sie, przy wyjsciowej wartosci
statystyki % oraz zadanym poziomie istotnosci a. ma postac:

2
(2.8) n'="Xe

X

gdzie n to rzeczywista liczba obserwacji, natomiast y’, to wartos¢ krytycz-
na testu chi-kwadrat ustalona przy ss=k-1 stopniach swobody i poziomie
istotnosci a.

Jezeli w omawianym przyktadzie:

n=20229,

warto$¢ empiryczna testu chi-kwadrat x°=85,2,

liczba stopni swobody k-1=9-1=8,

poziom istotnosci a.=0,05,

wartos¢ krytyczna testu chi-kwadrat y*, =15,5,
to liczba obserwacji przy ktérej mozna bytoby uzna¢, ze poréwnywane roz-
ktady nie réznig sie od siebie na zadanym poziomie istotnosci o wynosi:

. 20229 % 15,5

85.2 = 3680

n

Zalezno$¢ pomiedzy liczbg obserwacji a wartoscig statystyki y’moze by¢
niekiedy powodem btednych wnioskéw. Ponizej podano przyktad, w kté-
rym wyznaczono rozktad pierwszych cyfr znaczacych dla liczb bedacych
silnig kolejnych liczb naturalnych od 1 do 170.

Dla n=170 warto$¢ 170! wynosi 7,257415615308E+306 i jest to
granica doktadnosci, jakg mozna uzyska¢ w Excelu. Na podstawie zbio-
ru wartosci tych 170 silni wyznaczono rozktady pierwszych cyfr znacza-
cych i obliczono wartos¢ testu chi-kwadrat, przy czym analize wykonano
w 4 wariantach - dla zbioréw bedacych wielokrotnoscig (3-, 4-, 10- oraz
20-krotnos¢) zbioru zrodtowego.

Jak wynika z tabeli 2.11 duze zbiory danych (3400- i 1700-elementowe)
w Swietle testu chi-kwadrat nalezy uznac za niezgodne z rozktadem Benfor-
da. Natomiast w przypadku matych zbioréw (340- i 510-elementowych)
mozna przyjac hipoteze o zgodnosci rozktadéw pierwszych cyfr znaczacych
wartosci n! z rozktadem Benforda — w pierwszym przypadku na poziomie
istotnosci 0,003, natomiast w drugim — na poziomie istotnosci 0,047.
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Istota prawa Benforda

Tab. 2.11. Test y” dla wartosci nl w zaleznosci od wielkosci zbioru danych

d E B (E-B)"2/B E B (E-B)"2/B
1 1080 1024 3,1 540 512 1,6
2 580 599 06 290 299 03
3 440 425 05 220 212 03
4 240 329 243 120 165 12,2
5 240 269 3,2 120 135 1,6
6 200 228 34 100 114 1,7
7 120 197 30,2 60 99 15,1
8 280 174 64,7 140 87 324
9 220 156 26,7 110 78 13,3
SUMA 3400 3400 156,7 1700 1700 783
x20 x20 0,000000 x10 x10 0,000000

d E B (E-B)"2/B E B (E-B)"2/B
1 162 154 0,5 108 102 03
2 87 90 0,1 58 60 0,1
3 66 64 0,1 44 42 0,1
4 36 49 36 24 33 24
5 36 40 0,5 24 27 03
6 30 34 0,5 20 23 03
7 18 30 45 12 20 30
8 42 26 9,7 28 17 6,5
9 33 23 4,00 22 16 2,7
SUMA 510 510 235 340 340 15,7
X3 X3 0,003 X2 X2 0,047

Zrédto: opracowanie wiasne.

Poza testem chi-kwadrat w analizach czesto korzysta sie z testu z, w kt6-
rym dla kazdej wartosci wystepujacej w rozktadzie wyznacza sie statystyki:

=Ll =1,k

(2.9) T - py
n

Jezeli wartos¢ z co do modutu jest wigksza od wartosci krytycznej tego
testu, to nalezy odrzuci¢ hipoteze o zgodnosci rozktadu empirycznego z roz-
ktadem Benforda dla i-tej cyfry (lub i-tej kombinacji cyfr). Wartos¢ krytyczna
tego testu dla a=0,05 wynosi 1,96, natomiast dla «=0,01 odpowiednia
wartos¢ krytyczna wynosi 2,58.
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Rozdziat 2

Podobnie, jak test chi-kwadrat, takze i test z jest zalezny od rozmiaréw
analizowanego zbioru danych. Im wiekszy jest parametr n, tym trudniej jest
uzyska¢ zgodnos¢ poréwnywanych udziatdw.

Innym testem stuzgcym do oceny zgodnosci rozktadéw jest test Kotmo-
gorowa-Smirnowa. Jest to test niezalezny od wielkosci zbioru n. W jego
wersji oryginalnej wyznacza sie statystyke:

2
n

(2.10) KS1=D o D =ma x|
n 1

-7

(i=1,.,k)

W literaturze proponuje sie takze inne wersje tego testu. W jednej z nich
wyznacza sie statystyke:

A

KS2=D\Jn  D=max|f, - f,

(i=1..k)

(2.11)

Inna modyfikacja testu Kotmogorowa—Smirnowa zaproponowana zosta-
ta przez Kuipera®. Uwzglednia ona fakt cyklicznosci analizowanych rozkta-
déw (circular distrubution). Chodzi o to, ze réznica pomiedzy liczbami 99,99
a 100,01 jest minimalna, podczas gdy w sensie analizy rozktadu pierwszych
cyfrznaczacych odpowiadajgce imliczby 9i 1 znajdujg sie na przeciwnych bie-
gunachskali. W zwigzkuz powyzszym proponuje sie wykorzystywac statystyke:

KS3=V, *[\/[N +0,155+024N "] gdzie  (i=1,..k)
(2.12) R K ) .
Vy =Dy +Dy DN:Sup[fi_fi] DN:SI}p[ﬁ—ﬁ] N:E

Wartosci krytyczne testow KS1-KS2 wynoszg 1,36 dla a.=0,05 oraz 1,63
dla =0,01. W przypadku zmodyfikowanego testu Kotomogorowa—Smir-
nowa KS3 wartosci krytyczne wynoszg odpowiednio: 1,747 dla a=0,05
oraz 2,001 dla a=0,01.

° N.H. Kuiper, Alternative proof of a theorem of Birnhaum and Pyke, Annals of Mathematical
Statistics 3071959, p. 251-252.
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2.3. Mierniki zgodnosci empirycznych rozktadéw cyfr
z rozktadami wynikajgcymi z prawa Benforda

Alternatywnym sposobem pomiaru zgodnosci dwéch rozktadéw sg mia-
ry ich podobiefstwa. Mozna tu wymieni¢ nastepujace mierniki.

(2.13)  |u,=10%)ad

@14 =1 3G -a)

(2.15)
k
(2.16) 100,/> (¢, —¢)’
M4: tzlk
>
i=l
k
100 |n, — 4,
AV 2 b~
5 n

Mierniki te sg niezalezne od wielkosci zbioru n i przyjmuja tym mniejsze
wartosci, im bardziej zgodne ze sobg sg poréwnywane rozktady czestosci.
Generalnie wskazujg one na przecietng wielko$¢ réznic pomiedzy czesto-
Sciami rzeczywistymi a czestosciami teoretycznymi w danym tescie’.

Mierniki M2 oraz M3 wskazuja na przecietng réznice pomiedzy czesto-
Sciami empirycznymi a teoretycznymi poréwnywanych rozktadéw. W lite-
raturze preferuje sie miernik M3, jakkolwiek bardziej naturalny wydaje sie
miernik M2, gdyz jego interpretacja jest bardziej zblizona do przecietnej
wielkosci réznicy pomiedzy empirycznymi i teoretycznymi czestosciami.
Miernik M3 jest wiekszy od miernika M2 (w przypadku testéw F1, D2, D3,

" Mozna sformutowac analogiczne formuty, w ktorych zamiast czestosci ¢, wystepuja liczebnosci
n- z identyczng interpretacjg i wartosciami.
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L1 - trzykrotnie wiekszy) i szacuje z duzym nadmiarem wielko3¢ r6znic po-
miedzy porbwnywanymi rozktadami.

Mierniki M1 oraz M4 wskazujg, jaka jest przecietna réznica miedzy czesto-
Sciami empirycznymi a teoretycznymi w relacji do czestosci teoretycznych roz-
ktadu. Miernik M5 pokazuje, jakg cze¢ wszystkich obserwacji trzeba by zamie-
ni¢ miejscami, aby rozktady empiryczne pokryty sie z rozktadami teoretycznymi.
Wielkosci tych trzech miernikéw (M1, M4, M5) wyrazone sg w procentach.

Kolejnym miernikiem zgodnosci moze by¢ wspotczynnik korelacji lino-
wej r pomiedzy empirycznymi i teoretycznymi liczebnosciami rozktadu:

(2.18) r=— —
\/Z(ni—ﬁ)zz(ﬁi—ﬁ)z

W powyzszym wzorze T oraz A to $rednie arytmetyczne z empirycznych
i teoretycznych liczebnosci. Identyczne wartosci wspétczynnikéw korelacji
uzyskuje sie, jezeli we wzorze 2.18 przyjmie sie nie liczebnosci rozktadow,
ale ich czestosci lub prawdopodobienstwa. Wspotczynnika r nie mozna wy-
znaczy¢ dla testu L1, a takze D3, gdyz czestosci teoretyczne w tych przypad-
kach sg identyczne i nie majg zadnej zmiennosci.

W tabeli 2.12 podano rozktady pierwszych cyfr znaczacych w zbiorach
analizowanych przez F. Benforda wraz z wyznaczonymi na ich podstawie
miernikami M1-M5, statystykami y’, statystykami testu Kolmogorowa-
-Smirnowa (KST, KS2, KS3) oraz parametrami wynikajgcymi z wartosci testu
z. W tym ostatnim przypadku jest to Srednia z modutéw statystyk z (ostat-
nia kolumna tabeli 2.12) oraz liczba cyfr, dla ktérych statystyki z wskazuja
na istotng rozbiezno$¢ pomiedzy poréwnywanymi czestosciami rozktadow.
Liczba ta moze przyjmowac wartosci od O do 9 i jest ustalana w czterech
wariantach réznigcych sie poziomem istotnosci, przy ktérym nalezy uznac,
ze pordbwnywane czestosci sg istotnie rozne. Przyjeto nastepujgce progi war-
tosci krytycznych testu z:

z>1,64, dla poziomu istotnosci =0, 1

z>1,96, dla poziomu istotnosci o=0,05

z>2,58, dla poziomu istotnosci a=0,01

z>3,29, dla poziomu istotnosci a.=0,001
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Ponadto wyznaczono wspétczynniki korelacji pomiedzy empirycznymi
a teoretycznymi sktadowymi rozktadu pierwszych cyfrowych wraz z praw-
dopodobienstwem, przy ktérym nalezy odrzuci¢ hipoteze o braku istotnego
skorelowania. Ze wzgledu na ujemne skorelowania z pozostatymi miernika-
mi tych dwoch ostatnich parametréw zostaty one zastgpione dopetnieniami
do jednosci ich modutéw: T-mod(r) 1-p(r). Dzieki tej operacji przy interpre-
tacji wszystkich miernikéw dopasowania i testbw mozna przyjac zasade, ze
im mniejsze sg wartosci tych parametréw, tym lepiej dany rozktad empirycz-
ny jest dopasowany do rozktadu Benforda.

Ta zasada nie dotyczy liczebnosci zbioru danych (pierwsza kolumna ta-
beli 2.12). Parametr n uwzgledniono dla sprawdzenia, czy istnieje zwigzek
pomiedzy wielkoscig zbioru danych a miernikami charakteryzujgcymi sto-
pien dopasowania rozktadéw.

Zbiory uporzadkowane sg wedtug rosngcych wartosci testu y’, od zbio-
réw najbardziej do najmniej zgodnych z rozktadem Benforda. Jak mozna za-
uwazyc¢ tylko czes¢ (12 na 22) zbioréw ma rozktady cyfr znaczgcych zgodne
z prawem Benforda w sensie statystyki chi-kwadrat - sg to zbiory, dla kt6rych
warto$¢ empiryczna statystyki chi-kwadrat jest mniejsza od 15,5, przy zato-
zeniu 5% poziomu istotno3ci. 5 zbioréw wymienionych na koncu tabeli 2.12
(jest wsrdd nich zbiorowos¢ sumaryczna) ewidentnie majg rozktady niezgod-
ne z prawem Benforda. W przypadku pozostatych 5 zbioréw wymienionych
w Srodku tabeli 2.12 mozna przyja¢ zatozenie o zgodnosci rozktadu pierw-
szych cyfr znaczacych z rozktadem Benforda, pod warunkiem obnizenia po-
ziomu istotnosci do o= 0,01 (3 zbiory) lub o= 0,001 (2 zbiory).

W tabeli 2.13 podano rangi zbioréw danych odnoszace sie do warto-
Sci miernikéw ich dopasowania do rozktadu Benforda (1 — zbidr najlepiej
dopasowany, 22 — zbiér najgorzej dopasowany). Zbiory danych uporzadko-
wano wedtug Sredniej rangi ze wzgledu na wszystkie analizowane mierniki
(ostatnia kolumna w tab. 2.13). Stworzenie takiej syntetycznej miary dopa-
sowania zbioréw ze wzgledu na wszystkie mierniki zawarte w poprzedniej
tabeli (tab. 2.12) byto niemozliwe z uwagi na rézne znaczenie i rézny zakres
wartosci poszczegdlnych miernikow.

Poréwnujgc uporzgdkowanie zbioréw danych z tabeli 2.12 (wg staty-
styki x°) z ich uporzadkowaniem w tabeli 2.13 (ze wzgledu na wszystkie
mierniki) mozna stwierdzi¢ nieznaczne rdznice. Sprowadzaja sie one do
przesuniecia kilku zbioréw danych o jedng (rzadziej o dwie) pozycje w gore
lub w dét. Tak wiec mozna przyjac, ze test y° jest miarodajnym miernikiem
poprawnosci wnioskowania o podobiefstwie rozktadéw cyfr znaczacych.

69



Rozdziat 2

W tabeli 2.14 przytoczono wspdtczynniki korelacji pomiedzy poszczegdiny-
mi miernikami dopasowania. W ostatnich wierszach tej tabeli podano liczbe do-
datnich oraz ujemnych wspétczynnikéw korelacji oraz srednig z modutéw tych
wspdtczynnikéw dla kazdego miernika dopasowania. Jak mozna zauwazyc,
za wyjatkiem kilku wspétczynnikéw korelacji pomiedzy liczebnoscig zbiorow
n a miernikami M1-M5 i wspotczynnikiem 7-r, wszystkie pozostate wspétczyn-
niki korelacji s3 dodatnie. Nawet te ujemne wspétczynniki korelacji sg niewiel-
kie i statystycznie nieistotne (dla @=0,05 oraz przy n=20 wartos¢ krytyczna
modutu wspétczynnika korelacji wynosi 0,47). Oznacza to, ze wszystkie mierniki
dopasowania majg identyczne zasady interpretacji — im wieksze przyjmujg war-
tosci, tym dany rozktad jest mniej podobny do rozktadu Benforda.

Warto zwréci¢ uwage na duzg zgodnos¢ wskazah miernikéw w ramach
ich grup definicyjnych. | tak, mierniki M2-M3-M4 daja identyczne oceny
stopnia zgodnosci (przy réznych wartosciach miernikow). Wynika stad, ze
w analizach wystarczy skorzysta¢ z dowolnego miernika z tej grupy. Po-
dobne rezultaty jak mierniki M2-M4 (r=0,98), daje miernik M5, a nieco
bardziej odmienne (r=0,92) — miernik M1.

Roéwniez identyczne wnioski uzyskuje sie w przypadku statystyk Kotmo-
gorowa—-Smirnowa KS1-KS2. Zgodnos¢ wskazan trzeciego testu KS3 z dwo-
ma poprzednimi jest tez wysoka (r=0,95).

Miary oparte na statystyce z cechuje duzy, jakkolwiek mniejszy niz w po-
przednich przypadkach, stopief zgodnosci wskazan. Interesujacy jest wspot-
czynnik korelacji pomiedzy testem x* a poziomem istotnosci odpowiadaja-
cym tej statystyce. Jest on zadziwiajgco niski (r=0,45). Mozna nawet powie-
dzie¢, ze te dwie miary sg ze sobg nieskorelowane.

Biorgc pod uwage sumaryczny stopien skorelowania danego miernika
z pozostatymi (ostatni wiersz w tab. 2.14), najbardziej diagnostyczne w sen-
sie zgodnosci wskazan sg statystyki Kotmogorowa-Smirnowa, zwtaszcza
statystyka KS3, a w nastepnej kolejnosci mierniki oparte na statystyce z.

W tabeli 2.15 przedstawiono wyniki podziatu wspétczynnikéw korelacji na
cztery kategorie ze wzgledu na ich poziom. Kryterium podziatu stanowity war-
tosci krytyczne wynikajace z testu Studenta dla réznych poziomow istotnosci’:

Kategoria 3 — poziom wysoki r>0,8, ol=02=0,0000T,

Kategoria 2 — poziom sredni  (0,5<r<0,8), a1=0,009, a2=0,019,

Kategoria 1 — poziom niski ~ (0,35<r<0,5),a1=0,056, a2=0,112,

Kategoria O — brak korelacji r<0,35.

® Podano tu wartosci krytyczne testu Studenta zaréwno dla jednostronnego a1 jak i dwustron-
nego a2 obszaru krytycznego. Z uwagi na dodatnios¢ wszystkich wsp6tczynnikéw korelacji
bardziej wtasciwy wydaje sie jednostronny obszar krytyczny. Wartosci rozktadu Studenta wyzna-
czane sg przy pomocy funkgji Excela ROZKEADT (t; ss; 1) gdzie t=[r/(1-r)""]*ss"* oraz ss=n-2,

gdzie n to liczba obserwacji (w tym przypadku n=22).
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W ostatniej kolumnie tabeli podano Srednie wartosci rang przypisanych
poszczeg6lnym kategoriom. Stanowig one syntetyczng miare zgodnosci dane-
go miernika z pozostatymi. Kolumny i wiersze macierzy wspétczynnikéw upo-
rzagdkowane zostaty wg malejacych wartosci tej Sredniej. Jak sie okazuje, wiréd
miernikdw dajgcych wskazania najbardziej podobne do wskazan innych nalezg
dwa mierniki oparte na statystyce z (z>1,64 oraz z>1,96) i statystyka Kotmo-
gorowa-Smirnowa KS3. Z drugiej strony znajdujg sie mierniki o najmniejszej
zgodnosci z pozostatymi: —r(p), M2, M3, M4, a takze statystyka y’.

Podobna analize mozna przeprowadzi¢ wykorzystujac nie Srednie warto-
Sci rang. lecz rangi danego typu, np. tylko kategorii ,3”. W ostatnich wier-
szach tabeli 2.15 podano liczbe miernikéw zaliczonych do poszczegdinych
kategorii. Najwiecej kategorii ,3” jest przypisanych do pieciu miernikow:
KS1-KS2-KS3, z sred oraz z>2,58. Jest to wiec nieco inny zestaw miernikéw,
niz wynikato to z ich uporzagdkowania wedtug Srednich wartosci rang.

Tabela 2.16 ma analogiczng konstrukcje jak tabela 2.15 z tym, ze zawiera
informacje uzyskane nie na podstawie macierzy wspétczynnikéw korelacji li-
niowej, lecz macierzy wspétczynnikéw korelacji rang Spearmana, obrazujacych
stopien zgodnosci pomiedzy poszczegélnymi miernikami opisujgcych podo-
bienstwo rozktadéw cyfr znaczacych w zbiorach Benforda z prawem Benforda.

Przyjeto tu nieco wyzsze wartosci graniczne okreslajgce poszczegdline kate-
gorie wsp6tczynnikéw. Zamiast [0,35-0,5-0,8] s3 to wartosci [0,5-0,75-0,9].
Wynikato to z wyzszego poziomu wartosci wspétczynnikéw korelacji Spearma-
na niz wspdtczynnikdw korelacji liniowej Pearsona. Pomimo podwyzszonych
wartosci granicznych, Sredni poziom zgodnosci wszystkich miernikéw zawar-
tych w macierzy (prawy dolny naroznik tabel) w przypadku wspétczynnikéw
Spearmana i tak jest wyzszy (1,81) niz dla wspétczynnikow Pearsona (1,67).

Analiza parametréw zawartych w tabeli 2.16 tylko czeciowo potwier-
dza poprzednio uzyskane rezultaty. Do ,zgodnych” miernikéw nadal zalicza
sie statystyki KS1-KS2-KS3, ale takze statystyke x’, ktéra poprzednio byta
zaliczona do grupy miernikdéw dajacych odmienne wskazania niz pozostate.
Wsréd parametréw o niskiej zgodnosci, analiza wspétczynnikéw Spearmana
nie wykazuje miernikdow M2-M4, ktére to mierniki wynikaty z analizy wspot-
czynnikéw Pearsona.

Reasumujac, problem oceny diagnostycznosci testow i miernikéw cha-
rakteryzujgcych podobienstwo rozktadéw nie jest prosty i wymaga duzej
rozwagi oraz dalszych badan. Badania te powinny mie¢ charakter symu-
lacyjny i opiera¢ sie na danych generowanych z kontrolowanym stopniem
podobienstwa rozktadow.

Macierz miernikdw podobienstwa rozktadow (tab. 2.12), ktérg w ogol-
nej postaci mozna zapisac:
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(2.19) [Xi] G=12...p; j=12,..9)

gdzie p to liczba analizowanych zbioréw danych, zas g - liczba miernikow
podobienstwa (w przypadku analizy zbioréw Benforda p=20, g=18), moze
stanowi¢ punkt wyjscia analizy taksonometrycznej’. Jej celem jest klasyfika-
cja zbioru obiektéw (dane Benforda lub mierniki podobiefistwa) na bardziej
jednorodne podzbiory. Chodzi o taki podziat, aby elementy danego pod-
zbioru byty jak najbardziej podobne do siebie z punktu widzenia opisuja-
cych je charakterystyk, a jednoczesnie jak najmniej podobne do obiektow
tworzacych inne podzbiory.

Klasyfikacja pozwala wprowadzi¢ porzadek do analizowanych zjawisk,
tym samym utatwia i sprzyja wycigganiu poprawnych wnioskéw. Dla przy-
ktadu, jezeli przeprowadzimy klasyfikacje 20 miernikéw podobienstwa
i okaze sie, ze dajg sie one podzieli¢ np. na 3 grupy (jednorodne podzbiory),
to w analizie mozna nie uwzglednia¢ wszystkich 20 miernikéw, a tylko 3,
bedace reprezentantami grup, do ktérych te mierniki naleza.

Klasyfikacji mogg podlegaé obiekty znajdujace sie w wierszach macierzy
danych, ktére opisane sg charakterystykami (cechami) ujetymi w kolum-
nach macierzy 2.18, wzglednie cechy traktowane jako punkty w wielowy-
miarowe] przestrzeni obiektéw (tzw. zadanie dualne). W literaturze znanych
jest wiele metod klasyfikacji. W niniejszej pracy wykorzystano najstarsza
metode taksonometryczng opracowang przez polskiego antropologa Jana
Czekanowskiego. Program obliczeniowy dostepny jest w witrynie P. Jaskul-
skiego Archeo-Data poswiecone]j problematyce wykorzystania komputerow
w antropologii i archeologii’.

Rezultaty analizy taksonometrycznej przedstawiono w postaci tzw. dia-
graméw Czekanowskiego (rys. 2.5-2.8 — klasyfikacja zbioréw Benforda
w przestrzeni miar zgodnosci rozktadéw oraz rys. 2.9-2.12 - klasyfikacja
miar zgodnosci rozktadéw w przestrzeni zbioréw Benforda). W diagramach
Czekanowskiego symbolami graficznymi o coraz to wiekszym stopniu za-
czernienia przedstawia sie poziomy miar podobieAstwa klasyfikowanych
obiektow (zbioréw Benforda, miar zgodnosci rozktadéw). Im bardziej za-
czerniony jest element diagramu, tym bardziej podobne sg do siebie obiek-
ty przyporzadkowane temu elementowi.

* Przeglad metod taksonometrii znalez¢ mozna m.in. w pracach: T. Grabifiski, Metody taksonome-
trii, Akademia Ekonomiczna w Krakowie, Krakéw 1991; T. Grabinski, Analiza taksonometryczna
krajéw Europy w ujeciu regionéw, Akademia Ekonomiczna w Krakowie, Krakéw 2003.

' http://eskimo73.republika.pl/maczek.html oraz eskimo73.republika.pl/download/manu-
al_30_pl.pdf.

72



"7/G6-166G 'd‘'8€61/8/ A19120S 221yd0oSO|Iyd UeDIWY 3y} JO SPUIP9a0Id ‘SIaquInN SNOJeWOUY JO MeT 3y ‘piojuag 4 :Adeid simeispod eu susepm ajuemodeido 104poI7

1, ’ U g | g .>>V— _F\_u
V9L 1000 6007 100 LOSSL SO0 ot
809 | 8 3 3 8 [icv [919 [9cv [ooUl  [9L0ve[ U1z [987 560 [90¢ |82z [0000 [9900 [0005 | (50U TIhu] 3
, , , . . , , , . , , . . BMOYZD915e2)
e | ] L g |ost [eve |ovz looo't |orse|sez |zze |01 |65z |7z [0000 [8900 |oosL oy | H
e | [ I I [9€% [erv [see |0 |€98lL[€sl [807 [690 |v0Z |91 0000 |v000 |65z ePepdo| g
e | 9 g 9 9 |1z |z 191 [0l |IZLIL|Zvz [87€ 60T |99 %2 | 1000 | €600 |G8el N
87 | ¢ b [ [ [€07 [691 [6U'T |00 |0I'¥8 |09 |80 |20 |79 |L5 |0000 |S000 | 6220z eung
o'l _ v oL [v51 |60 |9850 |ic6l |0SL[€0Z [890 |00z [99L [0000 |1200 |095 |movploidzaueq| 1
8T | 1 _ z € [eel [pr1 [e¢t |e60 [SCLt |87 [v59 [817 |See [78€ [0000 [8v00 |16 | ewowoeese| [
11 _ € [890 [s60 [/90 |zs60 [09SL |€ll €91 [150 |€sl [€2l [0000 | 1100 |1v fsoy| N
860 _ z 2 |oo |t [oro |zeso  |ogwl |08 |60t [9€0 |06 |99 [0000 [2000 |sspL By oy | 4
0l _ | 860 [960 690 [9080 [vl'll |S1z |16 [260 |59 |91z [0000 [8500 |esl TN
, , , . , , , , . . , , . obaulen
160 2 |eco |sco |50 fooro  |es |29 [160 |0£0 |56 |€2 0000 9000 [SOUL | puren| O
080 _ | [190 [€90 [sr0 [250 |57 |221[991 [s50 [SLL 711 [0000 [2200 [8ly | oupwems| 1
00 770|190 |0 6820 |er's |08 801 |9€0 |28 |vZ 0000 [Z000 |0 |  Xouewou] o
00 660 660|120 [8:C0 [9% |06 |27l |10 |scl 66 |0000 |¢100 [Gee | puemwmog| v
150 ¥€0 [#r0 160 |8600  [ove |g¥ |S90 |2Z0 |89 |87 [0000 |€000 [069 I
‘ ‘ ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 153010
670 €50 [€/0 |750 1800 |€7€ |€0L |6€1 (90 |82 |¥8 |0000 [$000 [80E | ¢ pnpny eg| W
80 vE0 |pr0  |1€0 |00 |s/I |€€ |#v0 |s10 |6€ |Z€ |0000 |1000 110l oupas
50 20 |20 |9r0 %000 [0€1 |25 [8£0 [970 |g% |¥'s |0000 [s000 |zve K
€60 870 970 [810 [v000 [ZZ1 [Tt |v0 [v00 |U% [Ce [0000 |1000 [c0L WD | 4
10 %00 |00 [¥00 [0000 [910 |z |2€0 [2r0 |ov |87 [0000 |1000 |001 eusidoeny | q

ppiojuag 3 zezid y>2AupMOZIDUD MOI0IGZ ()7 DJp DIUDMOSPAop DIy “Z|°Z ‘GoL



"auseym auemodeldo :0jpol7

70z 44 44 144 144 17 | | | 6L | ce| LL] oLL| 1| oz| 8L| 6L | 6l 1 (G'ohu (1)U N e
961 07 6l 07 6l 17 1z 0z| oz| 6L | 1z| 6L| 6L 6L| £L| 61| 0z | 0Z| 6l | emoyzostn esey H| 1z
€6l 6l 1z 6l 8l 8l 6L 6L | 6L 6L | 61| oz| oz| oz| 61| oz| 1z | 1z] Ll ojdan) 1| oz
[ 17 07 07 6l 6l oz 1z] tz| 6L | oz| ot] otf ot| o] st| 8 | 8] oz e[ejndod g| 6l
€9l 9l L bl Ll 91 SU{ wl| vt ou | o] tzf| 1] 17| @] w| w| wl ¢ TR J| 8l
791 €l al bl bl €l 9L LU LU vl | vl | e | oz otz | oLl BMOWIOTe BSelyy Ll
g'cl 8l 8l 8l 6l 6l gLl ot ol 8L [ 8|99l 9|9l ol] o] & YINNS 9]
9'cl Al | Ll 9l €l RN AR AR AN S| Sl
671 Gl ! | ol 9] pLL S| SL| S| SL| SL| SL| S| S| 9L SL| St 6 | mopplodzaueg 1 vl
£zl 4l L L 0l 6 AR AT ENEEENEEEEENERENE zewalQ I €l
0Ll bl | L 0l €l oLl el oo || o o] oz oer| et et | et el fazsoy N| 2l
1oL M L bl bl Ll al st al alalel6] 6| 6] ] v | v | 8l legeseqedisuy dl Ll
L'6 6 L | ol 6 6| 8| 8 6 6 | €| el €| tt] zt] 9| 9] 8 2S0U[BLIRILIG 1| ol
, obauled

¥'g 0l | | | [ LUl otf ot ot | ot 2| L] oL 8| | L] ol ejep woyg ol 6
0L 8 | | ! | L] L] L 8 gl gls|sls|6|alalu X SlU3iLIoy o 8
0L L L ! | | 9| v | ¥ L Llotf ot oot at] L] vl | owL] 9 Yozl ezx3zioq v| ¢
€9 S L L | | 8| 616 S G| LLp L] Lol Lo LS 159017 5 Jopeay W[ 9
9 9 L L | | Pl 9|9 9 9l v | v | v |9t |9 |9]ol eI 9] ¢
g'c £ L L _ | clele] e el s s s[v[S[6 6] faipy| ¥ v
¢t b | | | | R b plel el el L] Tl L[ Sl Blupalg ¢
L' 7 | | | | el ¢ ¢ 7 el ez ele]e | el Ll dlu3Lus) i 7
71 L | | | | Ll | Ll etz Ltz |zl euisidosez) al 1

|

YoAdbzopuz A2 mopopizo. 12soupobz moyiuiaiw brypam ppiojuag moioiqz 1bupy €| Z qol



"ausepm ajuemodeldo :0ipol7

69'0 €90 990 0L0 0/0 ¢/0 /90 /90 190 650 S0 /S0 LS'0  v9'0 790 oS0 19'0 €0 biupais

L L L L L L L L 0>
L1 Ll Ll [l Ll Ll Ll Ll Ll Ll 91 9l 91 9l 91 9l 91 o0l 0<
001 €60 ¥60 60 160 | 60| 60 | 60 | 590 | €60 | s€0 | s€0 | s€o0 | 150 | 0 | s€0 | €0 | €0 paisz
60 001 60 ¥80 60 | 60 | 880 | 830 | 90 | 680 | 620 | 620 | 620 | w0 | 9€0 | z'0 | 050 | 1€0 67'c<Z
¥60 €60 001 s60 060 | 60 | 160 [ 160 | 250 | 80 | oo | oco | oco | w0 | €0 | 6€0 | 8v'0 | ov0 857<z
60 ¥80 S60 00t 960 | <60 | 980 | 980 | 120 | 90 | WO | W0 | w0 | €50 | 80 | Lv'0 | vS0 | <50 96'1<Z
160 60 060 960 00l | 60 | 980 | 980 | 180 | €0 | vv0 | w0 | w0 | 950 | 250 | €0 | €50 | 150 b9’ <z
160 | 60 | 60 | s60 | 60 | 00t S60 <60 | 890 | 80 | v¥'0 | w0 | v¥0 | 950 | 150 | S¥0 | 850 | S€0 €5y
660 | 880 | 160 | 980 | 980 | s60 o0t o0t | €90 | 680 | 8c0 | 8€0 | s8¢0 | 160 | sv'0 | sz0 | @0 | Lz0 sy
660 | 880 | 160 | 980 | 980 | s60 o0t ool | €90 | 680 | 8c0 | 80 | 8c0 | 150 | sv'0 | szo | o | sz0 15¥
690 | 90 | 50 | 120 | 180 | 890 | €90 | €90 | o0t 0 | 190 | 190 | 190 | 690 | 990 | 0¥0 | €50 | 0€0 (@hyo-|
€60 | 680 | 80 | 940 | €20 | g0 | 680 | 680 | v0 o0l | €20 | o | 2o | ov0 | 1€0 | 870 | #¥0 | z€0 1
G0 | 620 | 060 | W0 | w0 | w0 | 8c0 | 80 | 190 | €0 | 00t 00t 001 60 860 | 290 | 640 | wlO- W
o0 | 620 | oco | o | w0 | w0 | 8€0 | 80 | 190 | €zo | o0t 00t 001 760 860 | 290 | 6.0 | ¥l W
o0 | 620 | oco | w0 | w0 | w0 | 8c0 | 80 | 190 | €20 | o0t 00t 001 760 860 | 290 | 60 | ¥l w
190 | o | o | €50 | 950 | 950 | 150 | 150 | 690 | ovo | z60 60 60 00t 860 | w0 | 80 | €l0- IW
o | 9¢0 | €0 | 80 | zs0 | 150 | sv0o | svo | 990 | €0 | 860 860 860 860 00l | 0s0 | s80 | #l0O- W
8¢0 | w0 | 650 | 0 | 0 | Ss¥'0 | sZ0 | Sszo | ov'0 | 820 | 290 | 90 | 290 | w0 | oso | o0t 680 | L00- (d)
€60 | 050 | 80 | ¥50 | €50 | 850 | a0 | w0 | €50 | w0 | 60 | 620 | 620 | 280 | <80 | 680 001 | 800 |
&0 | 1€0 | o¥0 | S50 | 160 | S€0 | Zz0 | Lo | 0€0 | €0 | wlo-| wlo-| ¥l0-| €1'0-| vL'0-| L00-| 80'0-| 00'1 u

Pais z|67'€<2(86'7<2(96'L<Z|#9'L<Z| €SM | ZSN | LS ((dwpd-L| wp | pN | SN | TN | LW | SN | (d)x | ug u

1soupobz jwoyjulaiw Azpdiwod [amoiulf 1pjaloy NIUUAZIOAS)M 17 ol



"auseym ajuemodeldo :0jpol7

191 o0 [ 8I'L [ SEL] SEL] SEL] | L | o] oot | e | | vet | weL | we'l | ooz | ci'e |2t | 8L’z | ewpass
2 £1 | € S S S 9 v [4 4 L 3 4 14 L L £'0>01
8L 4 8 g g S 3 ¥ 9 v 9 v € g S € g v v | 5011
€L | S 3 € 3 4 14 v u L 6 3 z 14 8 S b 9 |80>71
16 1 b v v 9 L S 1 8 £ 8 8 8 g L 8 L | 80<€1
a0 | ¢ | L 7 7 u
8Ll ¢ 14 4 z | 4 | | ¢ | 14 | | | (d)
6’| Z ¢ ¢ ¢ ¢ Z Z | L ¢ | | | pI
6’| Z ¢ ¢ ¢ ¢ Z 7 | L ¢ | | | e
6¢'l 7 ¢ ¢ ¢ ¢ 7 7 | | ¢ | | | W
'l ¢ ¢ L ¢ | ¢ ¢ ¢ | 7 ¢ 7 I8
1] ! ¢ ¢ | | ¢ 7 ¢ ¢ ¢ ! ¢ ¢ 7 67'c<z
1] Z ¢ ¢ ¢ | ¢ 7 ! ¢ ! | | ¢ | 7 7 W
9/’ L 7 7 7 | | Z ¢ Z 7 7 14 7 7 14 7 ¢ (dhyp-|
I | ¢ ¢ L Z ¢ | ¢ ¢ ¢ ! ¢ ¢ ¢ 85'7<z
8l ¢ 7 7 Z | 7 ¢ 7 | ¢ Z | L ¢ 7 Z Z k|
pe'l | L | ¢ ¢ L Z ¢ 7 ¢ ¢ ¢ Z ¢ ¢ ¢ paisz
6’ | | | ¢ ¢ | z ¢ L ¢ ¢ ¢ z ¢ ¢ ¢ 4
6’ | | | ¢ ¢ | 7 ¢ | ¢ ¢ ¢ 7 ¢ ¢ ¢ 1S
007 7 ¢ ¢ ¢ | | ¢ 7 ! ¢ 7 7 7 ¢ 7 7 7 IW
0z |t | | | | 4 ¢ | 7 ¢ 7 ¢ ¢ ¢ z ¢ ¢ ¢ 96’1 <z
'z | | | | ¢ ¢ 7 7 ¢ 7 ¢ ¢ ¢ 7 ¢ ¢ ¢ BY
8l | ¢ L | | L z 7 Z ¢ ¢ Z ¢ ¢ ¢ 7 ¢ ¢ ¢ ¥9'1<z

[8'0< €]:18°0:5°0> 2] [5'0:5€'0> 1] [5£'0>0]
woizod ya1 bu npdjbzm az YdAdbzoouz 1A mopppizo 1250upobz IWDyILIBILL AZP3jL 1 [amolul] 1PDja10Y MOYIUUAZJodSM aLi0baiby G| 7 ‘qol



"ausepm ajuemodeldo :04pol7

18] 050 [ 90'L | 2L | L | oSl | €8l | €8l | 681 | 681 | 681 | ¥6'1 ve'l | ¢ | Wt e | Wt 8t | 8T | 87T | ewpess
9 oL S v b ¢ ¢ ¢ 4 7 7 7 | 7 L L | | | I | §0>01
16 6 6 6 6 9 3 € v b b 8 6 4 b v v | € 3 € |sL'0>11
€Ll S S S 6 6 6 6 6 6 1 L 9 9 9 | ¢ L L | 6'0>71
€6 L L L b v v b v 6 8 8 8 [} 8 | 8 8 8 | 6'0<€1
050 ¢ | | | | ! | | | | u
90'1 | ¢ 7 | | ! | | 7 | | | 7 7 7 67'c<z
w7\ ¢ ¢ 7 7 7 7 7 | | L L | | | | L (d)
7' ¢ ¢ 7 Z 7 Z Z | | | | ! | | | L k|
05’ | Z ¢ L l | | ! ¢ 7 7 7 Z 7| ¢ Z Z 85'7<z
€g'l 7 7 L ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ | | 7 7 7 7]t 7 7 LI
£g'l 7 7 L ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ | | 7 7 7 7]t 7 7 S
Co68l | 7 7 | ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ | | 7 7 7 7|t 7 7 b
68'l | 7 7 | ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ | | 7 7 7 7|t 7 7 N
68'l | 7 7 L ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ | | 7 7 z 7|t 7 7 0
v6'l | | | ¢ | | | | ! ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 96'L<?
p6'l | | l ! 7 L ! | | ! ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 79’1 <z
e 7 | L 7 7 Z z 7 Z ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Y
T | | | L 7 7 7 7 7 7 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ paisz
e | | | | 14 4 14 14 14 14 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ (-1
we | | | | 7 7 7 7 7 7 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 1y
877 ! 4 | | 4 7 7 7 4 7 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ B
87 | 14 | L 7 7 7 7 7 7 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Y
87 | 14 | L 7 7 7 7 7 7 ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 1S

l6'0< €] l6'0:52°0> 2] “[s/'0'5'0> 1] [5°0> 0] woizod o1 bu
npajbzm 3z ysA2bzopuz 1JA> MOPDRYZOJ 1250UPODZ IWDYIUIBIW AZP3Iw DUDWLID3AS BuDI 12D]310Y MONIUUAZOJOdSM 3110D310Y "9 |7 QD]




Rozdziat 2

Rys. 2.5. Nieuporzqgdkowany diagram Czekanowskiego zbioréw Benforda w przestrzeni
miernikéw zgodnosci rozktadéw cyfr znaczqcych

Mame |1 2 |3 |4 |5 |B |? 8 13 |10 |11 |12 13 |14 |15 |1B 17 18 |19 (20 |21 |22
1 [Czasopisma |. - - S
2 |Ciznienie | - . . . * . -
3 |Adesy |.E E ... ..| * |
4 |Srednia |.l B ole@|e .| » -
5 |Dane Feaders |. & & N .. .. - |
B [wiar [+ @ Qe/eje- @900 [°
7 |Dorzeczarze . » » * ;‘!!. - |
2 [Promienie ¥ * . . Y * . - . *
9 |Smiertelnosc | g | E * ... .|. [ v .
10 [Prom. ciala » » . ol -[e] |@ . S
11 |Drenaz .? & . . e .ai * | .
12 |&mer. liga b | |® ol -Jol o[- |@e]-]e]-[o] @]
13 [Koszty * » . » . *| -
14 [Maza atomaowa # . . -
15 |Dane z proje |. » [ *
16 |Stale . . » .
17 ™1 072, . . . . oo
18 |Suma .
19 [Cieplo S » B . B
20 [Populacia R R NN o R . R . R
21 [Masaczastec |+ [+ [« @] || ]+ . el | @ e .
22 [ (0 . %

(@] 0-250.804 [®] 258.804-558.241 [®] 558,241 - 976,967 [ | 976.967 - 2019.472

Rys. 2.6. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego zbioréw Benforda w przestrzeni
miernikéw zgodnosci rozktadéw cyfr znaczqcych (metoda A)

Mame |23455?|8910

S (9000000
Masa atomawa DDDDD » | »

=

16 (17 {18 (1920 21 |22

edresy .

Smiertelnosc

9 |Dane z proje
10 [wfiatr

11 [Ciznignie
12 |Promienie
13 |FKoszty

14 [n™.n"2,
15 [Srednia

16 |Prom. ciala
17 |Cieplo

18 |Amer. iga b
19 [Masa czastec

. oo...DDDD......... =

@
ERRDO X N O0D00RRNE
. .o...D.

1000.[]..............5
o]0 @@ @ e o[eo[e]s[s]e][s]e]- .

el . .
21 [ n"(0 .

22 |Suma |

20 [Papulacia

®

|§| 0 - 258 804 IE‘ 258.804 - 558241 E‘ 558.241 - 976867 I:‘ 976867 - 2919 472
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Istota prawa Benforda

Rys. 2.7. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego zbioréw Benforda w przestrzeni
miernikéw zgodnosci rozktadéw cyfr znaczqcych (metoda B)

<
@
=
@
E

17 1819 (20 |21 (22

Mame |‘I

Dane z proje
\iatr
Cisnienie

@ ] @] @] &] w ra] =

Promisnie &

9 |Koszty

10 |Drenaz

11 |Czasopisma
12 |Stale

13 |Maza atomowa
14 [n™1.n"2, .

15 |Srednia

16 |Pram. ciala

17 |Ciepla

18 |Amer. ligab
19 |Maza czastec

ot

20 |Populacia
21 [0
22 |Suma |

er

[@] 0-250.804 [®] 258,804 - 558,241 [*] 558,241 - 976,867 [ | 976,867 - 2919472

Rys. 2.8. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego zbioréw Benforda w przestrzeni
miernikéw zgodnosci rozktadow cyfr znaczqcych (metoda C)

Name [EEFFEFETF
Papulacia . i I e
Fozzty - .iiii.
Pramignie . |..|.

5 b
3 -
4 Eisnienie + |..|. hd
B [wiatr + DDDD L
: ®
g

E]

w

10011 12 (13 (14 (15 |16 |17 |18 (19 (20 |21 |22

Drane z proje . |

n™1.n"2, .

Srednia

Smiertelnosc

10 |Adresy

11 |Dorzecza rze
12 |Dane Readers
13 |Pram. ciala

14 |Dienaz

15 |Czazopisma
16 (Stale

17 Masa atomowa
18 |Cieplo

19 |Amer. liga b

20 [Masa czastec | + R NI . .
21 [Suma ._
]

22 |[n" 1), 00 . |

[@] 0-258.804 [®] 250804 - 558,241 [*] 558.241 - 976.867 [ | 976.867 - 2919.472
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Rozdziat 2

Rys. 2.9. Nieuporzqgdkowany diagram Czekanowskiego miernikow zgodnosci rozktadéw
cyfr znaczqcych w przestrzeni zbioréw Benforda

Name T B[ [O1[Z[3[4[5]6 i7[iB[1
1 |n .

2 [ [(A00NOEEE T|e
3 [ GG e(es el o e
4 M5 o DOOOY e s + @
5 [mM1 ....ib‘io.oooo .8
E M2 ..!P...oooo.- .| &
7 M3 2o D000 ¢+ |0 - .| @
B [M4 * 200000 |+ s e |- .| &
3 [chi R rrrrr ol
10 [ T-chilp] Je|e|m|@|e]e o...i’i.. . |.i‘
T K51 elele]e o...%’f.. |.E1
12 K52 Jelele]e]+ @ OOOG e o®
13 K53 oo ]0|o|e @ OODGG e e | GO
14 |21 64 Jele| -] ] @e]e]e]e@@ LI
15 [>1.96 . *.....i’_..'..
15 |z> 256 el ] [e|oi@ el
17 [23.29 B

18 [z sred el |e|e]|o|e O.iii... . |.i
3[R Jel[e]e]e/ee+00OOG e (]

Ii‘ 0-13.13 E‘ 13,191 - 19,698 Iz‘ 19,698 - 26.23 lz‘ 26,23 - 33,136

Rys. 2.10. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego miernikow zgodnosci rozktadéw
cyfr znaczqcych w przestrzeni zbioréw Benforda (metoda A)

Marme |1|23458?881D1112131415

m
s

18 19

n
1-chilp)
chi

z sred

i :
2 ®
: (]
4 ..
5 [Ke3 @
[ ..
! ®
i @
3 L

L

k52
K51
R
z:1.64
10 [z:1.96
11 |=258
12 |2:3.29
13 M4
14 (M3
15 [M2
16 [M5
17 |M1
18 [rlp)
19 |1+

I IR AR AT IERE K.
L IR L IEBE K]
B IR XL IERE K]
BENE IR EE AR AR AR AR ]
ENE IR EE AR R AR AE )

- 000000000

0000
0000
0000
9000
0000
0000
0000
sleoe
olefee

+ | B | O || |
LN NN BE BN BN
<[o|e|0|e]e
+ | B | O || |
LN NN BE BN BN
olo/n|e|eee
(0000o

|§| 0-13.197 IE‘ 13,191 - 19,698 IE‘ 19,698 - 26,23 I:I 26,23 - 33,136
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Rys. 2.11. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego miernikow zgodnosci rozktadéw
cyfr znaczqcych w przestrzeni zbioréw Benforda (metoda B)

Name TEEPFEFEL PP o[ 2[3[#5E7 s
1 |n * ’
T q!...... .
5[] Q®e(eeeee || [o-] |-
[+ M ¢+ 000G e s |+]s]0|s|s]
5 |M5 ¢ Q00D ® e s |]s 8|+
E |M2 20/ 000G ® |+ 2[0s|e]e].
7 |M3 ¢+ 0000 G e |20 +]s]]-
5 [ 600000 -8+ |
el ‘Je[e|e]e]e/o[s 0OOOOOO* o
0 [KST [ el el ] @O OO OGO el
1T |K52 e[efe]]+ 99 ODODOO e
12 [F53 e[o[0/e[o 0000000
13 [T-<hitpl Jee|nlele][+]+ OO OO OGee
14 [chi slele|e DDDD P e
15 [z ared clele|e|e o.!!!. |. LI
T6 |1 54 Jelel-]-] |o|e|e|e|e @ o/@@
7 (o180 T e[e[e[eee+@@e
18 |2r256 L e[ el@e
18 [>323 |:~i

|§| 0-1319: IEI 13,191 - 19,698 IEI 19,698 - 26,23 I:I 26.23 - 32136

Rys. 2.12. Uporzgdkowany diagram Czekanowskiego miernikéw zgodnosci rozktadéw
cyfr znaczqcych w przestrzeni zbioréw Benforda (metoda C)

Mame |'|2|3458?89101112131415181?1819
K |.i.|.oo.oo .
2 ip) ..|......“‘. R
Sl ¢+ 0000®®| [+ ¢ s]s].]-
4 |M4 ..l..|.oo.ooo .
T [0]0/0/@@@@e[s|+ s [s]+]-
B M5 ¢[00 0OO® e s+ |0,
7M1 oo DOOOP @ ¢ s|e0eefs].
8 A ---????%iiiiio--‘
Sl []ele[e]+]+ O O0OOOO * e -
10 Jks2 [o[e]e]e[+ 0OOOOO®® o -
1 Jks3 20000 Y T X I00k
12 [1-chilp) elelefe]e]0|e000OOOO e
13 Jeh [e]e]el-]- 000000 OO *
T4 |z wied c|ee|e]s]+ D OOOOOO®* ¢ -
15 221,64 “‘............‘
16 [»1.96 e eleelelele g‘g
17 |z»258 “““‘... .
18 |n NEE |.
19 |:3.29 .l g

|§| 0-13.19: IEI 13,191 - 19,698 IEI 19.698 - 26,23 D 26,23 - 33136
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Rozdziat 2

Istota metody Czekanowskiego'' polega na takim uporzagdkowaniu zbio-
ru klasyfikowanych obiektéw, aby wzdtuz gtéwnej przekatnej diagramu
znalazty sie elementy jak najbardziej zaczernione (podobne) oraz im dalej
od gtéwnej przekatnej, tym bardziej te elementy powinny by¢ mniej zaczer-
nione.

Na rysunku 2.5 przedstawiono nieuporzagdkowany diagram Czekanow-
skiego dla zbioréw Benforda, w ktérym przyjeto 5 klas podobiefstwa. Trud-
no w tym diagramie zauwazy¢ jakikolwiek porzadek. Uktad i konfiguracja
elementéw diagramu sg chaotyczne.

Rysunki 2.6-2.8 zawierajg uporzgdkowane przy pomocy réznych algo-
rytméw (A-B-C) diagramy Czekanowskiego wygenerowane w programie
MaCzek. Analiza tych diagraméw prowadzi do wniosku, ze wsréd 20 zbio-
row Benforda mozna wyrézni¢ 4 podgrupy zbioréw o podobnych warto-
Sciach miernikdéw zgodnosci oraz trzy zbiory jednoelementowe (populacja,
potega liczb naturalnych, zbiér sumaryczny), dla ktérych miary zgodnosci
ksztattuja sie inaczej niz dla pozostatych zbioréw Benforda.

Podobng analize wykonano dla zbioru miar zgodnosci rozktadéw (rys.
2.9-2.12). Z uporzadkowanych diagraméw Czekanowskiego wynika, ze
w rozpatrywanym zbiorze miar zgodnosci mozna wyrézni¢ nastepujgce bar-
dziej jednorodne podzbiory:

*  mierniki M1-M5,

wspotczynniki T1-r oraz r(p),

statystyki KST, KS2, KS3, z sred oraz statystyki chi i 1-ch(p),

statystyki z>1,64 oraz z>1,96,

trzy zbiory jednoelementowe, zawierajgce mierniki z>2,58; z>3,29 oraz n.

Ponadto daje sie zauwazy¢ podobienstwo podzbioréw a) i b) oraz c)
i d). Wyniki te ujg¢ mozna w postaci tabeli (2.17). Z przeprowadzonej ana-
lizy mozna wyciggna¢ wniosek, ze w praktyce nalezy przy ocenie zgodnosci
rozktadoéw cyfr znaczacych uwzglednic¢ nie 18, ale co najwyzej 6 miernikow
- po jednym mierniku z kazdej z grup od (a) do (d) oraz mierniki tworzace
grupy (e) oraz (f).

Alternatywnym rozwigzaniem jest uwzglednienie 3 miernikéw. Jeden
powinien reprezentowac podzbiér {a;b}, drugi podzbiér {c; d} natomiast
trzeci miernik — podzbior {e;f}.

""" Por. np. T. Grabinski Propozycje w zakresie porzgdkowania diagramu Jana Czekanowskiego,

[w:] pr. zbior. Studia z zakresu metod ilosciowych w ekonomii, demografii i socjologii, Prace Ko-
misji Socjologicznej PAN, O. Krakéw, nr 40/1977, Wroctaw-Warszawa—Krakéw-Gdansk.
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Tab. 2.17. Wyniki klasyfikacji miar zgodnosci rozktadéw

@ [ M2 | M3 M4 M5 M1 (b) 1-r 1(p)
© | KST | KS2 | KS3 chi 1-chi(p) | zsred | (d) z>1,64 7>1,96
(e) 122258 () |23.29 n

Zrédto: opracowanie whasne.

Odrebng kwestig jest wybor reprezentanta poszczegélnych podzbioréw.
Mozna tu postuzy¢ sie kategoryzacjg miar zgodnosci (por. tab. 2.15-2.16).
Biorgc pod uwage te parametry, w wariancie oszczednym ,najlepszymi”
miarami zgodnosci rozktadéw (w sensie reprezentatywnosci catego zbioru
miar) moga by¢: miernik M1, statystyka KS3 oraz z>2,58. W wariancie po-
szerzonym mozna by dodatkowo uwzgledni¢ miary 7-r oraz z>1,64.

Warto zauwazy¢, ze wérod wskazanych miar nie ma statystyki . Biorac
jednak pod uwage jej popularnos¢ w praktyce warto tez uwzgledniac i ten
parametr.

2.4. Interpretacja prawa Benforda

W literaturze'” mozna spotka¢ przyktady pozwalajgce zrozumie¢ istote
prawa Benforda. Niech bedzie dana dowolna poczatkowa wielkos¢ (kwota
lokaty, wielkos¢ produkgji, liczba mieszkancéw), ktora przyrasta z okresu na
okres o okreslong wielkos¢ (np. 1%) przez dtuzszy czas (np. 240 miesiecy, to
jest 20 lat). W tabeli 2.18 podano rozktady pierwszych cyfr znaczacych uzy-
skanych wielkosci przy zatozeniu, ze tempo wzrostu wynosi od 1% do 5%.
Obliczenia wykonano w trzech wersjach, zaktadajac, ze w okresie wyjscio-
wym poczatkowa wielko$¢ wynosita 1, 2 i 3 jednostki. Jak mozna zauwazyg,
zgodnos¢ rozktadéw z prawem Benforda jest wysoka (por. ostatnie dwie
kolumny tabeli 2.18, gdzie zamieszczono réznice pomiedzy czestosciami
empirycznymi a rozktadem Benforda oraz statystyki chi-kwadrat i mierniki
M1-M3). Obserwuje sie tylko wzgledng nadwyzke czestoici empirycznych
w stosunku do czestosci teoretycznych dla cyfry odpowiadajgcej zatozonej
wielkodci wyjsciowej. Nadwyzka ta rekompensowana jest w pozostatych
przedziatach odpowiadajgcych innym cyfrom znaczgcym.

M. Nigrini, I've got your number: How a mathematical phenomenon can help CPAs uncover
fraud and Rother irregulaties, AICPA Journal of Accountancy Online Journal, 5/1999, www.
aicpa.org/pubs/jofa/may1999/ nigrini.htm
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Zwiekszenie lub zmniejszenie liczby obserwacji, zmiana wielkosci poczat-
kowej, zmiana tempa przyrostu nie spowodujg w tym przyktadzie zadnych
istotnych zmian. Mozna stad wysnu¢ wniosek, ze jezeli w zbiorze danych
empirycznych mamy do czynienia z pomiarami wielkosci o r6znej ,dtugosci
zycia”, to najczesciej wystepujg w nim wartosci zaczynajace sie od matych,
a nie od duzych cyfr.

Intuicyjnie prawo Benforda mozna zilustrowa¢ wychodzac od poczat-
kowych wielkosci na poziomie jednostkowym (1, 10, 100, 1000 itd.). Aby
przejs¢ do wielkosci zaczynajacych sie od 2, 20, 200, ..., trzeba podwoic
wielko$¢ wyjsciowg (wzrost o 100%). Aby przejs¢ od 2, 20, 200,... do 3,
30, 300...., trzeba zwiekszy¢ podstawe tylko 0 50%, czyli dwukrotnie mniej
niz w poprzednim przypadku. Idgc dalej, aby przejs¢ od 8, 80, 800,... do
9, 90, 900,... wystarczy, aby wielkos¢ poczatkowa zwiekszyta sie 0 12,5%,
aby przejs¢ od 9, 90, 900,... do 10,100,1000 trzeba zwiekszy¢ liczby tylko
0 11,1%. Potem te stopy wzrostu cyklicznie powtarzajg sie: 100%, 50%,
33%, 25%, 20% itd. Ten mechanizm pokazany jest w tabeli 2.19 oraz na
rysunku 2.13.

Tab. 2.18. Procenty przyrostu niezbedne do zmiany pierwszej cyfry znaczqcej w kolej-
nych przedziatach liczbowych

7miana 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10
od-do | 10-20 | 20-30 | 30-40 | 40-50 | 50-60 | 60-70 | 70-80 | 80-90 | 90-100

itd. ooo 000 ooo ooo ooo ooo ooo ooo ooo

% 100,0 50,0 333 250 20,0 16,7 143 12,5 11,1

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tab. 2.19. Rozktady pierwszych cyfr znaczqcych w szeregach zaczynajqcych sie od 1,21 3
7 tempem wzrostu wielkosci od 1% do 5% w ciggu 240 okreséw

do=1| 1% | 2% | 3% | 4% | 5% |Srednia|Benford| P(d) | B(d) PB‘?‘})' Chi=
1 | 78 | 78| 78 | 76 | 75 | 770 | 722 | 321 | 300 | 198 | 049
2 | @ | 40 | 41 | &2 | 42 | 412 | 43 | 172 | 176 | 044

3 | 29 | 30 | 28 | 29 | 29 | 290 | 300 | 121 | 125 | 041 | wi=
| 2 | 2| %] B3| B3| 28 | 53 |95 | 97 | 019|045
5 | 10 | 18 | 18 | 18 | 19| 184 | 190 | 77 | 79 | 0.5

6 | 15 | 16| 15| 16| 16| 156 | 161 | 65 | 67 | 010 | wo=
7 | 3 | 14 | 15 | 14 | 14 | 140 | 139 | 58 | 58 | 003 | 024
8 12 11 12 12 12 11,8 12,3 49 51 -0,20

o | | | 9 | 0] 10| 102 | 10 | 43 | 46 | 033 | M=
SUMA | 240 | 240 | 240 240 | 240 240 240 1 100 000 | 0,71
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70 70 69 70 71 70,0 72,2 292 | 301 | -094 | 0,83
49 48 48 47 46 476 423 198 | 176 | 222
29 30 30 29 29 294 300 123 | 125 | 024 | Ml=
23 22 21 23 23 224 233 9.3 97 | -036 | 049

D[Nl |lWw N —
o

18 20 19 19 18,8 19,0 78 79 | 008
15 16 16 15 16 156 16,1 6,5 6,7 | 019 | M2=
14 14 12 4 13 134 139 56 58 | 022 | 027
12 11 12 12 13 12,0 123 50 51 | -012
9 10 11 12 11 10 108 1.0 45 46 | 008 | M3=

SUMA | 240 | 240 | 240 | 240 | 240 240 240 1 100 | 0,00 | 0,82

70 | 70 71 71 71 706 72,2 294 | 301 | 069 | 1,23
41 41 40 41 41 40,8 423 170 | 176 | 061
37 36 36 35 34 356 30,0 148 | 125 | 234 | MI=
23 23 24 23 23 23,2 233 9.7 97 | 002 | 052
18 1 19,0 76 79 | 033
15 1 16,1 6,5 6,7 | 019 | M2=
14 14 14 136 139 57 58 | -013 1028
12 1 1
10 1 1

D[Nl |lw N —
oo

23 50 51 1012
9 10 1.0 43 46 | 024 | M3=
SUMA | 240 | 240 | 240 | 240 | 240 240 240 1 100 | 000 | 085

Zrédto: opracowanie whasne.

Rys. 2.13. Procenty przyrostu niezbedne do zmiany pierwszej cyfry znaczqcej w kolej-
nych przedziatach liczbowych
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Generalnie mamy wiecej matych i $rednich przedsiebiorstw niz duzych
koncernéw, wiecej matych miast niz duzych, wiecej rzeczek i strumykow
niz duzych rzek. Zaczynamy zwykle od jednostek i staramy sie zwiekszyc¢
dang wielko$¢. Wychodzac od poczatkowych, jednostkowych wielkosci nie
zawsze udaje sie dotrze¢ do kolejnych rzedéw wielkosci. Zwykle istnieje
jakas granica wzrostu. Zaden z podmiotéw nie potrafi zwieksza¢ danego
parametru w nieskonczonos¢, wiele z nich zatrzymuje sie ,po drodze” na
pewnym poziomie jego wielkosci. Niewiele podmiotéw przechodzi od wyj-
Sciowe]j wartosci skali cyfr (1, 10, 100,...) do jej konca (9 ,99, 999,...), na
ogé6t podmioty te docierajg do wczesniejszych szczebli, najwiecej z nich (bo
jest to najtatwiejsze) osigga drugi szczebel skali (2, 20, 200.,...).

Inna interpretacja prawa Benforda wynika z wzoru definicyjnego (2.1),
z ktérego mozna wnosi¢, ze dtugos¢ dystansu pomiedzy sasiednimi, pierw-
szymi cyframi znaczacymi dzielona przez odcinek jednostkowy daje kolejne
elementy rozktadu Benforda (por. rys. 2.14). Liczba 1 zajmuje tu 30,1%
ogolnej powierzchni prostokata (dtugosci skali), liczba 2 = 17,6% itd. Je-
zeli liczba zaczyna sie od 1 to pojawienie sie liczby 2 wymaga podwojenia
(wzrost o 100%) pierwotnej wartosci. Jezeli liczba zaczyna sie od 9 to po-
jawienie sie liczby 1 jest bardziej prawdopodobne, gdyz wymaga zmiany
pierwotnej wartosci tylko o 11%.

Rys. 2.14. Skala logarytmiczna

N oo o o] 2 =l el = ) AR 8RR SR 8RR R R s8R s8] 2 |88

30,1
176
125

2.5. Préby wyjasnienia prawa Benforda

Przez 50 lat od badan Franka Benforda praktycznie nikt ich nie konty-
nuowat. Pojawiaty sie tylko préby wyjasniania istoty prawa Benforda. M.in.
w 1944 r. S.A.Goudsmith i W.H.Furry” sformutowali teze, ze powodem tej
prawidtowosci jest sposob zapisu liczb. W 1948 r. LV. Furlan" stwierdzit,
ze prawo Benforda oddaje harmoniczng w swojej istocie nature otaczaja-

" SA. Goudsmith i W.H.Furry, Significant figure of numbers in statistical tables, Nature,

154/1944, p. 800-801.

" LV.Furlan, Das Harmoniesgestez der Statistik,Eine Untersuchung uber die metrische Interdependenz
der sozialeen Erscheinungen, Bael, Switzerland, Verlag fur Recht und Geselschaft, xiii/ 1948.
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cej nas rzeczywistosci. Dla przyktadu, skala wrazliwosci naszych zmystéw
(stuchu, wzroku), a takze wiele zjawisk naturalnych, np. fal sejsmicznych
w czasie trzesien ziemi, przebiega raczej w skalach logarytmicznych, a nie
linowych.

Dopiero w latach 90. udato sie uzyska¢ bardziej przekonujace interpre-
tacje prawa Benforda. T. Hill” dowodzi, ze jezeli wezmiemy losowo dobrane
préby z losowo dobranych rozktadéw (,random samples from random distribu-
tions”), wtedy faczna préba, sktadajaca sie z wszystkich préb pochodzacych
zr6znych populacji, bedzie podlegata prawu Benforda. Prawo to opisuje wiec
postac tzw. ,rozktadu rozktadéw” (,Distribution of Distributions”, ,Second Gen-
eration Distributions”). Np. jezeli weZzmiemy dane dotyczgce powierzchni rzek,
wynikéw meczéw sportowych, numeréw loséw na loterii, obrotéw na gietdzie
oraz liczby cytowan prac na kolejnych stronach artykutéw, to pomimo, iz
zaden ze zbioréw danych pochodzacych z tych populacji moze nie podlegac
prawu Benforda, to ich taczna kombinacja daje zbiér liczb, ktéry prawo
Benforda ma duzg szanse spetni¢. Jezeli weZmiemy pod uwage wielkos¢ ob-
rotow, to sg one iloczynem ilosci sprzedanych towaréw lub ustug oraz ceny.
Wolumen sprzedazy oraz cena mogg miec rézne rozktady, ale ich ztozenie
(obroty w wyrazeniu wartosciowym) daje rozktad taczny, prawdopodobnie
spetniajgcy zatozenia prawa Benforda.

Obecnie do opisu czestosci wystepowania pierwszych cyfr znaczgcych
mozna spotkaé nastepujgce préby wyjasnienia przyczyn dziatania formuty
Benforda.

Pierwsza interpretacja wynika z udowodnionego przez T. Hilla twier-
dzenia zgodnie z ktérym dane, ktére sg iloczynem wielu liczb, podlegaja
rozktadowi Benforda. W istocie rzeczy wiele informacji ma charakter iloczy-
nowy, np. wartos¢ transakcji to iloczyn ceny jednostkowej przez wolumen
sprzedazy. Twierdzenie to nawigzuje do centralnego twierdzenia graniczne-
go moéwigcego nie o iloczynie, ale o sumie zmiennych losowych.

Druga interpretacja zwigzana jest z twierdzeniem zgodnie z ktérym kazda
,mieszanka” liczb pobranych losowo z réznych zbiorowosci podlega rozktadowi
Benforda. Tak wiec, jezeli wylosujemy z réznych tabel liczby z rocznika staty-
stycznego, to ich pierwsze cyfry znaczace beda podlegaty rozktadowi Benforda,
nawet jezeli liczby z poszczegbInych tabel temu rozktadowi nie beda podlegaty.
Jest to wiec prawo opisujgce postac analityczng ,rozktadu rozktadow”.

" TP Hill, A statistical derivation of the significant digit law, Statistical Science, 10/1996, p. 354-363;
T.PHill, The first digital phenomenon, American Scientist, 86/1998, p. 58-363, www.mccombs.
utexas.edu/faculty/jonathan.koehler/docs/sta309h/Benford_1998.pdf;,  www.math.gatech.
edu/ ~ hill/publications/cv.dir/ 1st-dig.pdf.
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Trzecia interpretacja wyraza sie w przekonaniu, iz istnieje ogélne pra-
wo przyrody dotyczace pierwszych cyfr znaczacych oddajgce harmoniczng
nature rzeczywistosci (wrazliwosci zmystéw, a takze wiele zjawisk przyrody,
przebiega raczej w skalach logarytmicznych niz linowych).

2.6. Wtasnosci rozktadéw cyfr znaczgcych

Prawo Benforda ma dwie istotne wtasnosci, a mianowicie: (1) niezmien-
niczos¢ skali oraz (2) niezmienniczo$¢ podstawy.

Niezmienniczos¢ skali oznacza, ze jezeli pomnozymy (podzielimy, pod-
niesiemy do dowolnej potegi) dane o rozktadzie Benforda przez niezerowa
statg, to otrzymamy rozktad, ktéry nadal bedzie podlegat prawu Benfor-
da'®. Nie ma wiec znaczenia, czy wielkosci wyrazone sg w dolarach, czy
w euro, czy w kilometrach, czy w milach, czy w kilogramach, czy w funtach.
Odwrotnosci liczb spetniajacych prawo Benforda réwniez to prawo spetnia-
ja, np. wielkos¢ obrotéw przypadajacych na 1 akcje w obrocie oraz liczbe
akcji przypadajacych na 1 dolara obrotu.

Niezmienniczos¢ podstawy oznacza, ze prawo Benforda stosuje sie nie
tylko dla liczb zapisanych w systemie o podstawie 10, ale réwniez w przy-
padku innych podstaw systemoéw liczbowych. T. Hill udowodnit ponadto, ze
jest to jedyny rozktad, ktéry posiada te wtasnosc.

Prawo Benforda funkcjonuje najlepiej dla danych majacych nastepujace
witasnosci:

* dostatecznie duza zmienno$¢ — im bardziej zréznicowane sg dane, tym
lepiej, np. dtugosci plikbw MP3 nie podlegaja prawu Benforda, w odréz-
nieniu od dtugosci wszystkich plikéw zapisanych na dysku komputera,
brak ustalonego maksimum |ub dopuszczalnych granic zmiennosci,
duza préba - im wiecej danych, tym lepiej,
dodatnia asymetria rozktadu (Srednia arytmetyczna jest wieksza od
mediany), inaczej méwigc, powinno by¢ wiecej matych jednostek niz
duzych,
losowy dobér wielu populacji, z ktérych pochodzg dane,
dane wynikajq ze zliczania lub pomiaru,
dane na poziomie transakcyjnym, np. notowania gietdowe, oSwiadcze-
nia o biezgcych wydatkach, faktury sprzedazy,
dane pochodzqce z dziatarh matematycznych, np. wartos¢ transakcji
jako iloczyn ceny jednostkowe;j i liczby sprzedanych jednostek.

' Por. R. Pinkham, On the distribution of first significant digits, Annals of Mathematical Statis-
tics, 3271961, p. 1223-1230.
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Prawo Benforda nie funkcjonuje w takich sytuacjach jak:

istnienie maksymalnych i minimalnych progébw wartosci, np. oceny
z egzaminu (od 2 do 5), ilorazy inteligencji (od 50 do 200), wiek ab-
solwentéw szkoty Sredniej (od 14 do 18), wyniki biegu na 400 m na
zawodach lekkoatletycznych,

wyspecyfikowane dopuszczalne limity wartosci, np. granica tygodnio-
wych wydatkéw biurowych bez akceptacji dyrekcji na poziomie 100 zt,
ograniczenia formalnoprawne, np. konieczno3¢ uiszczenia podatkéw
od transakcji kupna-sprzedazy powyzej 1000 zt,

obecnos¢ liczb ,,psychologicznych”, np. ceny na poziomie ,wszystko
ponizej $1,99"",

dane identyfikacyjne, np. numery rejestracyjne pojazdéw, dowodéw
osobistych, telefonéw, kody pocztowe, kody kreskowe, numery rachun-
kébw bankowych, numery rejestréw PESEL, NIP, REGON, ISBN, ISSN,
ISMN, IACS (ewentualne liczby w tych informacjach nalezy raczej trakto-
wac jako symbole i znaki graficzne),

te same dane powtarzane wielokrotnie,

dane pochodzqgce z generatoréw liczb losowych, np. wyniki loterii.

2.7. Uogoélnienia rozktadu Benforda

Prawo Benforda mozna uogélni¢ i wykorzystywa¢ w bardziej ztozonej

analizie, w ramach ktérej stosuje sie nastepujace testy:

F1 — pierwszej cyfry znaczacej,

F2 — dwéch pierwszych cyfr znaczacych,
F3 — trzech pierwszych cyfr znaczacych,
L2 — dwéch ostatnich cyfr znaczacych,
L1 - ostatniej cyfry znaczacej,

D2 - doktadnie drugiej cyfry znaczacej,
D3 - doktadnie trzeciej cyfry znaczacej.

Wz6r 2.1 okresla czestos¢ dla pierwszej cyfry znaczacej (test F1). Mozna

go uogdlni¢ na kolejne cyfry wystepujgce w liczbach wielocyfrowych.

Dla drugiej w kolejnosci cyfry (test D2) wz6ér ten przyjmuje postac:

9
1
(2.20) |P(D, =d,) = ;1og[1 + 0k d,

1 (d,=01.2...9)

" Terminem $1,99 okresla sie psychologiczne przekonanie klientéw, ze cena 1,99 S jest znacz-
nie nizsza od ceny 2,00 S i zacheci ich do zakupu towaru. Por. C. Carlslaw, Anomalies in income
numbers: Evidence of goal oriented behavior, The Accounting Review, 63/1988, p.321-327.

89



Rozdziat 2

Na przyktad prawdopodobienstwo, ze drugg cyfrg znaczaca bedzie 3 wy-
nosi:

log(1+1/13)+log(1+1/23)+log(1+1/33)+,...,+log(1+1/93)=0,17

Z powyzszego wzoru mozna tez uzyskac czestos¢ wystgpienia dowolnej
dwuelementowej kombinacji cyfr na dwéch pierwszych miejscach znacza-
cych (test F2).

I
P(D, =dy; D, =d,) =log| 14—
(2.21) [P =diiDy =d>) = g{ 10d1+dj

Dla przyktadu czestos¢ wystgpienia na dwoch pierwszych miejscach
kombinacji 23 wynosi:

P(D,=2; D,=3)=log[1+1/23]=log(1,043478)=0,0184

Natomiast dla dowolnej n-elementowej kombinacji cyfr odpowiedni
wzdér ma postac:

(2.22) [PDi=diiDy =dys.. D, =dn)=1og{1+1/2d,.10”1}

i=1

Na przyktad dla kombinacji trzyelementowej (test F3) wzor ten przyj-
muje postac:

1
(2.23) P(D,=d,;D,=d,;D;=d,)= log{ }

100d, +10d, +d,

Jezeli mamy trzy cyfry w nastepujgcej kolejnosci 3, 5 i 6, to ich szacowa-
na czestos¢ wystepowania powinna wyniesc.
P(D,=3;D,=5;D,=6)=log(1+1/356)=0,001218.
Pojawianie sie okreslonych cyfr na poszczegdlnych miejscach liczb nie
jest od siebie niezalezne. Wiedza o tym, jaka konkretnie cyfra wystepuje
przed lub po innej cyfrze wptywa na prawdopodobienstwo jej pojawienia
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sie. Wz6r na czestos¢ warunkowg pojawienia si¢ na drugim miejscu cyfry d,
pod warunkiem, ze na pierwszym miejscu pojawita si¢ cyfra d, ma postac:

(2.24) log[(10*d, +d, +1)/(10*d, + d,)]

log[(d, +1)/d,]

P(Dz :d2|D1 :dl) =

Na przyktad P(D,=2|D,=1)=log(13/12)/log(2/1)=0,115.

Bezwarunkowe prawdopodobiefstwo pojawienia sie na drugim miejscu
cyfry 2 jest mniejsze i wynosi 0,109.

W tabeli 2.20 podano prawdopodobiefstwa bezwarunkowe wystgpie-
nia poszczegdlnych cyfr od 0 do 9 na kolejnych miejscach liczb wielocyfro-
wych od pierwszego do pigtego.

Tab. 2.20. Prawdopodobienstwa pojawienia sie cyfr od O do 9 na kolejnych miejscach
od | do V liczb wielocyfrowych

d | 11 11 1\ \

0 0,11968 0,10178 0,1002 0,1000
1 0,30103 0,11389 0,10138 0,1001 0,1000
2 0,17609 0,10882 0,10097 0,1001 0,1000
3 0,12494 0,10432 0,10057 0,1001 0,1000
4 0,09691 0,10031 0,10018 0,1000 0,1000
5 0,07928 0,09668 009979 0,1000 0,1000
b 0,06695 0,09337 0,09940 0,0999 0,1000
7 0,05799 0,09035 0,09902 0,0999 0,1000
8 005115 0,08757 0,09864 0,0999 0,1000
9 0,04576 0,08499 0,09827 0,0998 0,1000

Zrédto: opracowanie wiasne.

Prawo Benforda dziata niezaleznie od podstawy systemu liczenia. Dla
dowolnej podstawy systemu liczenia B uogélniony wzér Benforda ma postac:

(2.25)

] B-1 B-1
P(d)_ m[ } L]n]‘[[u#} neN d=(,..9)
= kB+d]| W(B) 1| kB+d

natomiast dla pierwszej cyfry znaczgcej w systemie o podstawie B wzér ten
upraszcza sie:

In(1+1/d) d,

(2.26) |P(D, =d,)= )

=(1,2,...B-1)
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W tabeli 2.21 i na rysunku 2.15 przedstawiono czestosci pojawiania sie
pierwszych cyfr znaczacych przy réznych podstawach systemu liczbowego.
Ksztatt rozktadu jest w kazdym przypadku identyczny, przy réznej ilosci moz-
liwych liczb. Warto zauwazy¢, ze w przypadku dwoéjkowego systemu liczbo-
wego w kazdej (za wyjatkiem zera) liczbie pierwszg cyfra znaczacg musi by¢
jedynka. Mozna stad wnosi¢, ze system binarny jest najbardziej odporny na
btedy, gdyz w innych systemach pierwsze cyfry znaczagce mogg by¢ rézne.

Tab. 2.21. Czestosci pojawiania sie pierwszych cyfr znaczqcych przy roéznych podstawach
systemu liczbowego od B=0 do B=2

Podstawa systemu liczbowego B

d 10 9 8 7 6 5 4 3 2

1 0301 | 0315 | 0333 | 035 | 0387 | 0431 0,500 | 0,631 1,000
2 0176 | 0185 | 0195 | 0208 | 0226 | 0252 | 0292 | 0369

3 0125 | 0,131 0,138 | 0148 | 0,161 0,179 | 0,208

4 0097 | 0102 | 0107 | 0115 | 0125 | 0,139

5 0079 | 0083 | 0088 | 0094 | 0,102

6 0,067 | 0070 | 0074 | 0079

7 0058 | 0061 | 0064

8 0051 | 0,054

9 0,046

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 2.15. Rozktad czestosci pierwszych cyfr znaczqcych przy réznych podstawach syste-
mu liczbowego dla B=3 4, 5,...,10
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Ostatnim uog6lnieniem prawa Benforda jest przypadek odnoszacy sie
do liczb ,,ograniczonych”, majacych tylko r cyfr (r=1, 2, 3,...). Zwigzane to
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jest ze stosowanym w praktyce zaokraglaniem liczb lub ich obcinaniem'.
W przypadku pierwszej cyfry znaczacej odpowiedni wzér ma postac:

r—1
(2.27) P(Dlzdl;r):%{lanr 8 }

107" =1 10"

natomiast dla pozostatych cyfr znaczacych:

r=1 _
(2.28) p(Di:di;r):i{m%L?u;}
N 4107 -1 10

W tabeli 2.22 podano prawdopodobiehstwa pojawienia sie cyfr od
1 do 9dlar=1. Jak tatwo zauwazy¢ sg one wieksze od odpowiadajgcych im
wielkosci dla wyjsciowego rozktadu Benforda (dowolne r).

Tab. 2.22. Rozktady prawdopodobienstw wystgpienia pierwszych cyfr w liczbach jedno-
cyfrowych (r=1) oraz w liczbach wielocyfrowych (Benford)

Cyfra 1 2 3 4 5 6 7 8 9
=1 0393 | 0257 | 0133 | 0,081 0053 | 0036 | 0024 | 0015 | 0,08
Benford | 0,301 0176 | 0125 | 0097 | 0079 | 0067 | 0058 | 0051 0,046

Zrédto: opracowanie wiasne.

2.8. Rozktady alternatywne

W 1945 roku G.J. Stigler opublikowat prace, w ktérej przedstawit inng
koncepcje rozktadu pierwszych cyfr znaczacych niz F. Benford'”®. W pézniej-
szym okresie pojawity sie kolejne propozycje alternatywnych rozktadéw,
ktére zdaniem ich twércéw majg podobne wtasnosci, jak rozktad Benforda
i moga by¢ wykorzystywane do tych samych zadan.

W rozktadzie Stiglera punktem wyjscia byto zatozenie, ze w zbiorach da-
nych (G. Stigler miat tu na mysli dane statystyczne) o najwiekszych warto-
Sciach kazda z cyfr od 1 do 9 bedaca pierwsza cyfra znaczagcg moze pojawic
sie z identycznym prawdopodobienstwem wynoszagcym 1/9. Wszystkie na-
stepne (mniejsze) liczby tez majg réwnomierny rozktad pierwszych cyfr zna-

" Problem zaokraglania pierwszych liczb w gére w zakresie zarobkow opisat. J.K. Thomas, Un-
usual patterns in reported earnings, The Accounting Review, 64/1989, p. 773-787.

" Por. G.J. Stigler The distribution of leading digits in statistical tables, Chicago, 1945, za: J.Lee,
W.K. Tam Cho, G.G. Judge Stigler’s approach to recovering the distribution of first significant
digits in natural data sets, Statistical and Probability Letters, 80/2010, p. 82-88.
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czacych. Jezeli podobne zatozenia przyjmiemy dla kolejnych najwiekszych
liczb w zbiorze, az do ostatniego jego elementu, to usrednione prawdopo-
dobienstwa pojawiania sie pierwszych cyfr znaczacych dane sg wzorem:

(2.29) d In(d)—d

P(Dl = dz) = i+1 ln(di+] ) +m

9

gdzie

1

(2.30) |m=-_L =1+ In(10) =3,558428

9
> In(d,)~dd,, In(d,.,)

W tabeli 2.23 podano wartosci rozktadu Stiglera oraz poréwnano je
z odpowiednimi wartosciami rozktadu Benforda (rys. 2.16). Do obydwéch
rozktadéw dopasowano funkcje logarytmiczne (rys. 2.17) oraz potegowe
(rys. 2.18). Rozktad Stiglera jest lepiej aproksymowany przez funkcje lo-
garytmiczng (R’=0,998) niz potegowa, natomiast w przypadku rozktadu
Benforda sytuacja jest odwrotna - bardziej odpowiednia jest tu funkcja
potegowa (R*=0,999) niz logarytmiczna.

Oba rozktady maja zblizong postac krzywej malejacej, przy czym w przy-
padku rozktadu Benforda jedynek jest o 6% wiecej niz w rozktadzie Stiglera
(30%, a nie 24%). Odwrotna sytuacja ma miejsce dla tréjek, czwérek oraz
pigtek, dla ktérych rozktad Stiglera przewiduje wieksza czestos¢ pojawiania
(0 2%). Relatywne znaczenie tych rozbieznosci jest podobne i wynosi ok.
20% w stosunku do czestosci w rozktadzie Benforda. Ponadto, jeszcze wiek-
sze znaczenie (25%) w ujeciu wzglednym ma réznica 1,2% dla dziewigtek.

W tabeli 2.23 przytoczono takze wartosci testu chi-kwadrat oraz testu
z przy zatozeniu réznych rozmiaréw zbioru danych, dla n={480, 550, 700,
800, 1500 oraz 2000}. Okazuje sie, ze obydwa rozktady nie r6znig sie od
siebie pod warunkiem, ze liczebnos¢ zbioru danych nie przekracza

480 dla poziomu istotnosci 0,10,

550 dla poziomu istotnosci 0,05,

700 dla poziomu istotnosci 0,01.

Dla wiekszych zbioréw danych sg to rozktady istotnie rézne od siebie.
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Tab. 2.23. Analiza zgodnosci rozktadu Benforda z rozktadem Stiglera

1 30,1 24,1 6,0 198 | 285 | 305 | 344 | 401 504 582
2 17,6 183 0.7 -40 | -041 |-044 | 049 |-058 0,72 -0,84
3 125 145 -2,1 164 | -136 | -146 |-164 |-191 -2,40 -2,77
4 9,7 117 20 | 21,1 | -152 |-162 |-183 |-213 -2,68 -3,09
5 79 9,5 16 | 200 [-128 |-137 |-155 |-181 -2,21 -2,62
6 6,7 76 09 | -141 [-083 |-089 |-100 |-1.17 -1,47 -1,69
7 58 6,0 0.2 43 1023 (025 |-028 |-033 -0,41 047
8 51 4,7 05 90 | 046 | 049 | 055 | 064 0,81 093
9 4,6 34 1.2 253 | 121 | 130 | 147 | 1,71 2,15 2,48
1000 | 1000 00 n | 480 | 550 | 700 | 950 1500 2000

chi | 133 | 153 | 194 | 264 416 55,5

p [0102 |0054 | 0,013 | 0,001 |0,000002 (0,000000

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rys. 2.16. Rozkfad pierwszych cyfr znaczgcych wedtug Benforda i Stiglera
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Rys. 2.17. Funkcje logarytmiczne aproksymujgce rozktady pierwszych cyfr znaczqcych
wg Benforda i Stiglera
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Rys. 2.18. Funkcje potegowe aproksymujqce rozktady pierwszych cyfr znaczgcych wg
Benforda i Stiglera
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Podobne wnioski dotyczace zwigzku pomiedzy liczebnoscig zbioréw da-
nych a zgodnoscia rozktadu Benforda z rozktadem Stiglera wynikaja z ana-
lizy statystyk z. Sytuacja jest tu zréznicowana w zaleznosci od tego, z jaka
cyfrg mamy do czynienia. Dla jedynek, a nastepnie tréjek, czworek, pigtek,
jak rowniez dziewigtek brak jest zgodnosci juz dla matych zbioréw danych,
podczas gdy dla pozostatych cyfr: {2; 6; 7; 8} obserwuje sie zgodnos¢ cze-
stosci nawet dla zbioréw liczacych wiecej niz 2 000 elementéw.
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W literaturze mozna spotkac jeszcze szereg innych propozycji rozktadéw
konkurencyjnych w stosunku do rozktadu Newcomba-Benforda. Jednym
z nich jest tzw. uogodlniony rozktad Benforda® (generalized Benford's Law
GBL). Prawdopodobiefstwa pojawienia sie pierwszych cyfr znaczacych dane
sg tu wzorem:

1
101-a—1

(231) P(d;} = [P+ D)% —ito]

gdzie o moze przyja¢ dowolng wartos¢. Jezeli a=0 to otrzymuje sie rozktad
rownomierny, jezeli a=1 to uzyskuje sie rozktad Benforda. W tabeli 2.24 po-
dano wartosci rozktadéw wynikajacych z wzoru (2.31) dla o za przedziatu
od -1 do 6. Na rysunkach 2.19-2.22 przedstawiono przebieg tych wartosci
w réznych konfiguracjach:

= rys. 2.19 dla parametru o z przedziatu od 0 do 2,

rys. 2.20 dla parametru a z przedziatu od -1 do 1,

rys. 2.21 dla parametru a z przedziatu od -1 do O,

rys. 2.22 dla parametru a z przedziatu od 2 do 6.

Na rysunku 2.19 rozktad Benforda zajmuje pozycje srodkowg, na rysun-
ku 2.20 przedstawiono rozktady umiejscowione ,ponizej” rozktadu Benfor-
da (w kierunku rozktadu réwnomiernego), na rysunku 2.21 - rozktady po-
tozone ,ponizej” rozktadu réwnomiernego, dla ktérych kolejne wartosci nie
malejg, lecz wzrastajg, i wreszcie na rysunku 2.22 - rozktady dla wyzszych
wartosci parametru a>2. W tym ostatnim przypadku rozktady szybko daza
do postaci zdegenerowanych, w ktérych widoczne sg tylko 2-3 pierwsze
cyfry znaczace.

Analiza przytoczonych wykreséw pozwala sformutowac wniosek, ze
praktyczne znaczenie mogg miec rozktady zblizone do rozktadu Benforda,
czyli te, dla ktoérych parametr o zawiera sie w przyblizeniu w przedziale od
0,6 do 2,0. Taki wniosek nasuwa alternatywng metode analizy rozktadu
pierwszych cyfr znaczacych.

W dotychczasowych analizach przyjmowano zatozenie, ze ,poprawny”
zbiér danych ma rozktad zgodny z prawem Benforda. Jezeli stwierdzano
niezgodnos$¢ pomiedzy rozktadem empirycznym a rozktadem Benforda to
formutowano wniosek, ze prawdopodobna przyczyna lezy w systematycz-
nych btedach pomiarowych danych, celowym ich znieksztatcaniu, itp.

L. Pietronero, E. Tossati, V. Tossati, A. Vespignani, Explaining the uneven distribution of numbers
in nature: the laws of Benford and Zipf, Physica A, 293/2001, p. 297-304; M.J. Nigrini, S.J. Miller,
Benford's law applied to hydrological data — results and relevance to other geophysical data, Math.
Geol. 39/2007, p. 469-490; B. Luque, L. Lacasa, The first-digit frequencies of prime numbers and
Riemann zeta zeros, Proceedings of the Royal Society A, 465/2009, p. 2197-2216.
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Tymczasem rzeczywiste pomiary moga nieco rézni¢ sie od rozktadu Ben-
forda i by¢ lepiej odzwierciedlane przez rozktady zblizone do niego, np. przez
rozktad uogoélniony GBL z parametrem o niewiele odbiegajacym od jednosci:
a=1,1lub a=0,9. W takiej sytuacji wydaje sie, ze wniosek o celowym zafat-
szowaniu danych jest zbyt daleko idacy.

Tab. 2.24. Wartosci uogélnionego rozktadu Benforda (GBL) dla parametru o z przedzia-
fuod~1do 6

1 0,030 0,040 0,052 0,068 0,087 0111 0,140 0173
2 0,051 0,060 0071 0,084 0,097 0,111 0,126 0,140
3 0,071 0,079 0,087 0,096 0,104 0,111 0,117 0,122
4 0,091 0,097 0,102 0,106 0,109 0,111 0,112 0,110
5 0,111 0,113 0,115 0,115 0,114 0,111 0,107 0,102
6 0,131 0,130 0,127 0123 0,117 0,111 0,104 0,095
7 0,152 0,145 0,138 0,130 0,121 0,111 0,101 0,090
8 0,172 0,161 0,149 0,137 0,124 011 0,098 0,086
9 0,192 0,176 0,159 0143 0,127 0,111 0,096 0,082

0,211 0,254 0,301 0,351 0,402 0,454 0,506 0,556
0,154 0,166 0,176 0,184 0,189 0,190 0,189 0,185
0,125 0,126 0,125 0,122 0,116 0,110 0,101 0,093
0,108 0,103 0,097 0,090 0,081 0073 0,064 0,056
0,088 0,079 0,070 0,061 0,053 0,045 0,037
0,086 0077 0,067 0,057 0,049 0,040 0,033 0,026
0,079 0,068 0,058 0,048 0,040 0,032 0,025 0,020
0073 0,062 0,051 0,042 0,033 0,026 0,020 0,015
0,069 0,057 0,046 0,036 0,028 0,022 0,017 0,012

Ol VNl lw || —
o
(e}
O
o

0,668 0,758 0,826 0,876 0912 0938 0,956 0,969
0,166 0,140 0,113 0,088 0,067 0,050 0,037 0,027
0,070 0,049 0,033 0,021 0014 0,008 0,005 0,003
0,037 0,023 0,013 0,008 0,004 0,002 0,001 0,001
0,022 0,012 0,007 0,003 0,002 0,001 0,000 0,000
0,015 0,007 0,004 0,002 0,001 0,000 0,000 0,000
0,010 0,005 0,002 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000
0,007 0,003 0,001 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000
0,006 0,002 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Ol J[ovoju|™~|w| N | —

Biorgc to pod uwage, mozna zaproponowac nastepujacg analize po-
prawnosci danych, bazujacg na rozktadzie pierwszych cyfr znaczacych.
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1. Na podstawie analizowanego zbioru danych tworzy sie empiryczny roz-
ktad pierwszych cyfr znaczacych.

2. Wykorzystujac algorytmy optymalizacyjne (np. Solver Excela) szuka sie
takiego parametru o, aby wybrany miernik zgodnosci (np. test %°) po-
miedzy rozktadem (2.30) a empirycznym rozktadem pierwszych cyfr
wskazywat na jak najwieksza zgodnos¢ tych rozktadéw.

3. Jezeli uda sie znaleZ¢ taki parametr o, dla ktérego test zgodnosci rozktadéw
da zadawalajgce wyniki (np. zgodnos¢ przy zadanym z géry poziomie istot-
nosci), to mozna uznaé, ze badany zbiér nie wykazuje nieprawidtowosci.

4. Zmiana w stosunku do standardowej analizy polega wiec na poszerzeniu
mozliwosci uznania poprawnosci zbioru danych w kontekscie zgodnosci
charakteryzujgcego go rozktadowi pierwszych cyfr znaczacych z szerszg
skalg rozktadéw ,wzorcowych”.

Rys. 2.19. Uogdlnione rozktady Benforda (GBL) dla parametru o. od O do 2
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Rys. 2.20. Uogdlnione rozktady Benforda (GBL) dla parametru oo od =1 do 1
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Rys. 2.21. Uogdlnione rozktady Benforda (GBL) dla parametru o od =1 do O
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Rys. 2.22. Uogélnione rozktady Benforda (GBL) dla parametru o od 2 do 6
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Analiza optymalnych wartosci parametru o dla wielu empirycznych
zbioréw danych pozwoli sformuowac hipoteze, czy typowa sytuacja jest:
+ Swiat wg Benforda, przy a=1",

LSwiat zblizony do Benforda, przy a=1”,

,Swiat z tendencjg do unitaryzmu, przy a<1” - rozktady wskazujace na

wiekszg réwnomiernos¢ rozktadu pierwszych cyfr znaczacych,

LSwiat z tendencjg do uniformizmu, przy a>1" - rozktady z wyrazng

dominacjg poczatkowych pierwszych cyfr znaczacych.

Moze sie okaza¢, ze sg rézne ,Swiaty” w zaleznosci od obszaru analizy
(dane finansowe, gietdowe, makroekonomiczne, techniczne, przyrodnicze).
Kazdy z przedstawionych powyzej rozktadéw mozna uznac za ,normalny”.
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Dopiero wtedy, gdy nie uzyska sie zadnego ,regularnego” rozktadu klasy
GBL zgodnego z faktycznym rozktadem pierwszych cyfr znaczacych, to moz-
na doszukiwac sie w zbiorze danych symptoméw nieprawidtowosci.

Kolejnym rozktadem alternatywnym w stosunku do rozktadu Benforda
jest dwustronna funkcja potegowa TSPB (two-sided power Benford distribu-
tion)*'. Zgodnie z tg propozycja rozktad pierwszej cyfry znaczacej dany jest
poprzez funkcje gestosci:

(2.32)
gi = [log(1 + )¢ — log(i)¢ — (1 —log(1 + 1)) + (1 —log(i))€]*0,5 (i=12..9)

Prawdopodobiefistwo pojawienia sie pierwszych cyfr znaczagcych wyzna-
cza sie ze wzoru:

(2.33) pi=9gi—9i-1; (=2..9 p=1+g

Jezeli parametr c=1 to rozktad dany wzorem (2.31) jest rozktadem Ben-
forda. Dla innych wartosci parametru ¢ otrzymuje sie inne wartosci rozkta-
du, jakkolwiek uktad tych wartosci jest zblizony (por. tab. 2.25 oraz rys.
2.23).

Tab. 2.25. Rozktady Benforda, Stiglera oraz TSPB

TSPB dla réznych wartosci parametru c
d | Benford | Stigler | 0,90 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20 1,25
1| 0301 0,241 0339 | 0301 0283 | 0267 | 0251 0237 | 0223
2 0,176 0,183 0,174 0,176 0,176 0,176 0,176 0,175 0,174
3 0,125 0,145 0,120 0,125 0,127 0,129 0,131 0,132 0,134
41 0097 | 0117 | 0,091 0097 | 0100 | 0102 | 0104 | 0,107 | 0,109
5 0079 | 0095 | 0073 | 0079 | 0082 | 0084 | 0087 | 0089 | 0092
6 | 0067 | 0076 | 0062 | 0067 | 0070 | 0072 | 0075 | 0077 | 0079
7 1 0058 | 0060 | 0053 | 0058 | 0060 | 0063 | 0065 | 0068 | 0070
8 | 0051 0,047 | 0046 | 0,051 0,054 | 0056 | 0058 | 0060 | 0063
9 | 0046 | 0034 | 0,041 0046 | 0048 | 0050 | 0052 | 0055 | 0,057

Zrédto: opracowanie wiasne.

" 'Por. W. Hurlimann, A generalized Benford Law and its applications, Advances and Applica-
tions in Statistics, vol. 3, 3/2003, p. 217-228; W. Hurlimann, Generalizing Benford’s Law
Using Power Law: Application to Integer Sequences, International Journal of Mathematics and
Mathematical Sciences, vol. 2009.
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Rys. 2.23. Rozktady pierwszej cyfry znaczqcej wedtug Benforda, Stiglera oraz TSPB
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W pracy” zaproponowano jeszcze inng funkcje alternatywng, tzw. dwu-
parametryczng funkcje gestosci Pareto—-Benforda (PB) dang wzorem:

_ a1 (m@\F? .
(234) g1 = a+Bi In10 (ln 10) 1<i=<10

S\ —a—1
2. _ @B 1 (@) j
(2.35)  g; a+pBi In10 (lnlO) t>10

Jezeli parametr B=1 oraz parametr o dazy do nieskoficzonosci to roz-
ktad Pareto-Benforda przechodzi w rozktad Benforda. Zwykle parametr
B przyjmuje wartosci z przedziatu od 1 do 3 natomiast parametr o wartosci
wieksze — rzedu kilkunastu lub kilkudziesieciu®.

Zaproponowang przy okazji omawiania rozktadéw GBL metode anali-
zy mozna oczywiscie poszerzy¢ uwzgledniajgc w niej dodatkowo zaréwno
funkcje TSPB jak i funkcje BP.

“ WJ. Reed, The Pareto, Zipf and other power laws, Economic Letters, vol.74/2001, 15-19.

# Kolejne propozycje rozktadéw zblizonych do rozktadu Benforda znalez¢ mozna m.in. w pra-
cach: A.\V. Kantorovich, S.J. Miller, Benford’s law, values of L-functions and the 3x+1 prob-
lem, Acta Arithmetica, vol. 120, 3/2005, 269-297; K. Schurger, Extensions of Black-Scholes
processes and Benford’s law, Stochastic Processes and Their Applications, vol.118, 7/2008,
p. 1219-1243.
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Narzedzia wspomagajgce analize rozktadow
czestosci cyfr

3.1.Przeglad programéw obliczeniowych

Programy obliczeniowe stworzone przez wyspecjalizowane zespoty staty-
stykbw oraz programistéw zyskujg coraz wieksza popularnos¢ posréd oséb
zainteresowanych obliczeniami i analizg posiadanych danych. Aktualnie na
rynku, w zaleznosci od dziedziny i branzy, mozna znalez¢ duzy wybér opro-
gramowania, ktére bedzie spetnia¢ oczekiwane wymagania.

Rozdziat ten zostat poswiecony programom, ktére w nowatorski sposéb
pozwalajg przeprowadzi¢ analize rozktadu cyfr znaczacych i moga poméc
w dostarczeniu informacji o analizowanych zbiorach.

Na poczatku mozna zada¢ pytanie, dlaczego audytorzy i kontrolerzy
powinni korzysta¢ z takiego oprogramowania? Ot6z, dzieki niemu szybko
mozna sprawdzi¢ zaleznosci statystyczne i dokona¢ zaawansowanych ana-
liz. Dodatkowo, ich dziatanie polega zwykle na przypisaniu oczekiwanej cze-
stotliwosci do kazdej liczby z badanej populacji, a nastepnie wyodrebnieniu
takich, ktére wykraczajg poza teoretyczne wartosci. Utatwia to zrozumienie
wynikoéw i upraszcza sposob prezentacji danych.

Najczesciej wykorzystuje sie do tego rodzaju analiz arkusza kalkulacyj-
nego Microsoft Excel. Uzywany przy codziennych obliczeniach statystycz-
nych pozwala oszczedzi¢ zaréwno czas, jak i pienigdze. Niestety, jest to
program og6lny i aby wykorzysta¢ jego mozliwosci oraz uzyska¢ wyniki
analiz w sposéb zadowalajacy, niezbedna jest wiedza programistyczna.
Problemem jest réwniez wySwietlanie danych oraz wptyw ustawien sys-
temowych komputera na stworzone funkcje oraz czesto pojawiajacy sie
problem z datami czy liczbami zmiennoprzecinkowymi. Ogrom funkgji,
ktére nalezy utworzy¢ oraz czas, jaki trzeba na to poswieci¢, sktania do za-
interesowania sie programami, ktére zostaty stworzone tylko i wytgcznie
do obliczen statystycznych.

Jednym z pionieréw na rynku jest firma Statsoft, ktérej programy z rodzi-
ny Statistica wykorzystywane sg na catym Swiecie przez naukowcéw, uczel-
nie, firmy pragnace przeanalizowa¢ dane. Programy te zyskaty popularnos¢
dzieki mozliwosciom zastosowania w wielu dziedzinach (prognozowanie
i zarzadzanie, badania rynku i badania marketingowe, przemyst, sterowanie
i zarzgdzanie jakoscig sze$¢ sigma, technika i badania innowacyjne, analizy
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ekonomiczne i spoteczne, bankowos¢ i finanse, ubezpieczenia, medycyna,
farmacja, badania naukowe i wiele innych)'.

Naturalne stato sie, iz zaczety pojawiac sie na rynku programy do analiz
zbioréw danych przy uzyciu prawa Benforda. Mowa tu o programie EZ-R
Stats for Excel (for Windows), Web CAAT, DATAS2009 czy Benford’s Law
Utility. W ponizszych podrozdziatach przedstawiono ich funkcjonalnos¢, za-
lety oraz wady.

3.2. Program EZ-R Stats for Excel

EZ-R Stats for Excel jest darmowym dodatkiem, ktéry zostat przygoto-
wany z mysla o uzytkownikach programu Excel 2003. Moze by¢ uzywany
w kazdym celu, zarébwno komercyjnym, jak i prywatnym.

Nazwa programu pochodzi od angielskiego stwierdzenia ,Easier Stats”,
co w wolnym ttumaczeniu moze by¢ rozumiane jako ,tatwa statystyka”.

Program utatwia i wspiera analize danych, dostarczajac licznych narze-
dzi i wykreséw, wykorzystujgc obiekty wewnatrz MS Excel.

Jego gtéwnymi zaletami sa:

sterowanie przez menu z poziomu programu Excel,

kompatybilnos¢ z innymi produktami Microsoft Office,

posiadanie skomplikowanych funkcji analitycznych,

dostepnos¢ na licencji freeware.

Wedle producenta EZ-R Stats (EZSW) usprawnia i upraszcza proces ana-
lizy danych, a tym samym pozwala analitykom wykorzysta¢ swoj czas bar-
dziej efektywnie.

Jest to mozliwe dzieki’:

zmniejszeniu czasu potrzebnego na opracowanie specyfikacji kodu kom-

puterowego potrzebnego do analizowania danych,

zmniejszeniu czasu potrzebnego na nauke jezyka programowania i cza-

su potrzebnego na zaprogramowanie potrzebnych funkcjonalnosci,

obnizeniu poziomu doswiadczenia wymaganego do opracowania sku-
tecznych analitycznych specyfikacji kodu,

wykorzystaniu standardowych formatéw plikéw, aby uprosci¢ przekaz

danych pomiedzy systemami.

" Zrédto: statsoft.pl.
* Zrédto: http://www?2 statistics.com/resources/software/commercial/e/Ezrstat.php.
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Zarys funkcji i uzytecznosci

Instalacja programu przebiega bardzo sprawnie i intuicyjnie, a instala-
tor przedstawia wszystkie niezbedne kroki do poprawnego funkcjonowania
dodatku. Niepodwazalng zaletg programu jest Menu, ktére zostaje dodane
do Excela. Czytelne i jednoznaczne nazwy od razu sugerujg mozliwosci wy-
korzystania danej funkcjonalnosci w analizie.

Osoby przyzwyczajone do widoku ikon funkcyjnych, zwrécg uwage na
pojawienie sie niektérych z nich tuz obok nazw.

Rys. 3.1. Menu programu EZ-R for Excel
EZRStats | Help

| analysis || @y wiork wWith Ranges

Sampling  » Campliance with Benford's Law
Misc L Fill Range With Random Murbers
Database » Diescriptive Statiskics

About 3

Histogran

Univariate Statistics

Obkain Cross Tabs

Check for Gaps in Numeric Sequences
Perform Benford Analvsis on Excel Range
Frequency Distributions

Code Validation

@ E ‘it i i P E e e

Liczba opracowanych funkcji wymaga zapoznania sie z dokumentacja,
ktéra jasno i czytelnie opisuje kazda z nich. Uwage zwraca rowniez fakt, ze
zawiera ona przyktady wraz ze zdjeciami, dzieki czemu uzytkownik szybciej
rozumie mozliwosci programu.

Analize rozpocza¢ mozna od funkcjonalnosci o nazwie Work With Ranges,
ktéra dostarcza wielu ciekawych funkcji do przygotowywania danych. Nie-
ktére z mozliwosci to:

* usuwanie i dodawanie koloréw w komoérce o odpowiedniej wartosci,

* usuwanie komentarzy i pustych znakéow,

* sumowanie, usuwanie, sortowanie pogrubionych wartosci oraz wskaza-
nie duplikatéw liczb.

Pozornie wydaje sie, Ze sg to zabiegi kosmetyczne, jednak w momencie
pracy nad zbiorem danych zaczyna sie doceniac ich uzytecznos¢, a prezen-
towane dane stajg sie bardziej czytelne.
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Kolejng zaletg jest mozliwos¢ podtaczenia sie do bazy danych i analizo-
wania danych bez wczedniejszego eksportu. Dzieki takiemu zabiegowi za-
pewniona jest petna kontrola nad danymi umozliwiajac szybkie pobieranie,
sortowanie, analizowanie, sumowanie i raportowanie wynikéw. Pozwala na
taczenie danych z réznych plikéw, eliminujgc potrzebe dwukrotnego wpro-

wadzania tych samych informagji.

Uwage zwracajg réwniez zréznicowane obliczenia statystyczne wzgle-
dem zakresu danych, jaki zostat wziety pod uwage. W kilka sekund uzy-
townik moze uzyska¢ podstawowe informacje o wielkosciach miernikéw

statystycznych takich, jak:
Srednia arytmetyczna,
= odchylenie standardowe,
* wariancja,
* minimalna/maksymalna wartos¢
* licznosci dodatnich i ujemnych liczb.

Rys. 3.2. Wynik obliczeri podstawowych miernikdw statystycznych

Obtain Descriptive Statistics

Enter Data Range ‘ Sheetll$a$1:$4310000 J

Descriptive statics below:

Select the data range above, and then click
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"Compute” in arder to see the descriptive statistics [~ Identify points out more than 2 std dev
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Maximum | 9995 Std Err | 24, 7650160905103
Mean
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Funkcje i uzytecznos¢ programu w zastosowaniu do prawa Benforda

Do analizy prawa Benforda EZ-R Stats uzywa dwdéch funkcjonalnosci.
Pierwsza pozwala nam oblicza¢ rozktad, pobierajac dane z pliku o rozsze-
rzeniu *.tab, a druga analizuje liczby znajdujagce sie w komérkach, ktére
zdefiniuje uzytkownik.

Przed analizg, za pomocg pierwszej z nich mamy mozliwo$¢ wybrania,
czy chcemy analizowac caty plik, czy tylko wartosci do wskazanego n-tego
rekordu w pliku. Program sam daje mozliwos¢ wybrania rozktadu do prze-
analizowania:

* F1 - analiza pierwszej cyfry znaczacej,

* F2 - analiza dwoch pierwszych cyfr w liczbie,
* F3 - analiza pierwszych trzech cyfr w liczbie,
+ D2 - analiza tylko drugiej cyfry w liczbie,

* L1 - analiza ostatniej cyfry w liczbie,

* L2 - analiza dwoch ostatnich cyfr w liczbie.

Rys. 3.3. Ustalanie warunkéw analizy

Data Analysis procedure E‘
Be n fo rd Analytical procedure
~
+ Benford Conkents
" Gap Identification
(" Cross tabs
" scripks
| Imput File | |ue44l:ll:l\Desktnp\Iiczthestowe.tab|
| Ontput | | c:hezsh libout' testl txt |
Variable | Wartosci j
Maximum observations ko process MAX
Benford type
type of benf
L1
L2
D2
Yiew Output ‘ PI( ] Prl:e!s| | Camcel |

Po analizie pliku wejsciowego, raport koficowy jest zapisywany do pliku
z informacjg zwrotng. Raport ten pokazuje zarbwno oczekiwane, jak i ob-
serwowane wartosci oraz szacuje prawdopodobienstwo wskazujace, czy od-
chylenie od oczekiwanej wartosci jest dzietem przypadku, czy tez nie.
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Prawdopodobienstwo liczone jest za pomoca testu chi-kwadrat i znajdu-
je sie w przedziale od 0,00004 (mato prawdopodobne) do 0,99999 (bar-
dzo prawdopodobne).

Rys. 3.4. Wyniki analizy

Data Analysis procedure

Benford Analytical procedure

=
# Benford EEHED
™ Gap ldentification
I~ Cross tabs
" Soripts
Imput File | | C:4E25) Libiin', InvoiceData.tab |

Begin benford processing: Fri Feb 3 17:50: 10 2006 =
Benford statistics for IvoiceNumber in file: C:%E25" Libin
 InwoiceData.tab

Type of test run: F1 {First leading digit )

Computed Benford variance is 0.64037

record count for file C:%E25" Libin', InvoiceDat a.tab variable
Invoicedlumber is 2004

digits expectpct expectamt actual diff

1 030103 000000603 000000406 D00D000197

2 017609 000000352 000000403 -DODD00S51

3 0.12494 000000250 000000402 -D00DD0152

4 009691 000000194 000000396 -00000202
5 LINTS E) 000000158 000000396 -0D0000238

(1] 06695 000000134 000000000 000000134

¥ 005799 000000116 000000000 0000001 16

]

005115 000000102 000000000 000000102

Views Outpit | F(l!l'ulq | Glllﬂl

Pomimo tego, ze program zawiera mozliwos¢ analizy zbioru danych za
pomoca rozktadu Benforda, przedstawione wyniki i obliczone mierniki maja
charakter podstawowy. Brak spéjnych, eleganckich i wyczerpujacych rapor-
tow sktania do poszukiwan innych, doskonalszych programéw. Minusem
EZ-R for Excel jest réwniez brak wartosci procentowych dla rozktadéw oraz
mato precyzyjne wykresy.

Rodzi sie konkluzja, ze nazwe programu ,tatwa statystyka”, mozna ro-
zumie¢ dostownie, poniewaz wykorzystanie podstawowych miernikéw nie
przyda sie w zastosowaniu go w szerszej analizie.

Czesto zdarza sie, ze po wstepnej analizie zbioru danych trzeba porzu-
ci¢ prace i dopiero po jakims$ czasie do niej powrdci¢, aby uzyska¢ wyniki.
Program nie daje mozliwosci jednolitego wgladu, a przede wszystkim nie
opisuje, co udato sie zrobi¢ do tej pory.

Sam fakt zapisywania czesci analizy moze nie jest tak potrzebny (zawsze
mozemy przeanalizowa¢ dane jeszcze raz), jak doktadny opis danych na
wykresach, dostepnos¢ wiekszej liczby wspétczynnikow, czy czytelnosc uzy-
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skanych wynikéw. Co wiecej, czesto mozemy spotkac sie z komunikatem
o btedach, ktéry to komunikat nie zawiera istotnych informacji z punktu
widzenia uzytkownika, ale to uniemozliwia wywotanie niektérych funkgji.

Program moze by¢ przede wszystkim uzywany do realizacji typowych
funkcji analitycznych, tj.: statystyk ludnosci, rozktadéw czestotliwosci, histo-
graméw, analizy Benforda, identyfikacji luk, czy wyboru losowych prébek
tych samych wzorcéw. Nalezy tez wzig¢ pod uwage fakt, ze prezentowane
wyniki nie sg zbyt czytelne, a program przestat by¢ rozwijany.

3.3. Web CAAT (Computer Assisted Audit Tool)

Produktem tej samej firmy, co program EZ-R Stats for Excel jest program
Web CAAT, ktéry zostat rozszerzony o szereg nowych funkcji — wedle produ-
centa zawiera on ponad 100 procedur potrzebnych do analizy danych, ktére
majg pomoc w procesie audytu. Nazwa jest akronimem ,Computer Assisted
Audit Tool”, co oznacza komputerowe narzedzie wspomagajgce audyt.

Innowacyjnos¢ programu polega na tym, ze jest on oparty na przegla-
darce internetowej. W zaleznosci od tego, czy chcemy go uzywac online,
w Srodowisku intranetowym, czy w wersji stacjonarnej — program daje taka
mozliwos¢ bez koniecznodci instalacji dodatkowych komponentéw. Co wie-
cej zawiera on wbudowang baze danych MySQL, ktéra wspomaga utrzymy-
wanie, przechowywanie, modyfikacje i proces audytu danych.

Jego podstawowe zalety, to:

aplikacja dostepna z poziomu przegladarki internetowe;j,

wbudowane funkcje analityczne,

darmowa licencja,

oparcie na bazie MySQL, dzieki czemu wyniki analiz dostepne sg dla

kazdego uzytkownika majgcego dostep do tabeli,

szybkos¢ wykonywania obliczen.

Funkcje w procesie audytu

Proces instalacji jest bardzo prosty, wystarczy Sciggna¢ spakowang wer-
sje ze strony producenta’, rozpakowac i korzysta¢ z programu. Po otwarciu,
nalezy zalogowac sie do bazy, ktorg system automatycznie dostarcza wraz
z pakietem instalacyjnym.

Gtéwna zaletg programu jest wspomniane wykorzystanie bazy danych,
przez co obliczenia trwajg bardzo krétko, a mozliwosci modyfikacji danych
s3 znacznie prostsze. Oczywicie, trzeba mie¢ podstawowg znajomos¢ baz

’ www.ezrstats.com.
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danych, aby zrozumie¢, co dzieje sie w programie, jak dziata, jakie aktualnie
wykonuje instrukcje i jaki jest ich rezultat.

Zakres mozliwosci programu jest bardzo szeroki i moga one zosta¢ wy-
korzystane miedzy innymi do poszukiwania nieprawidtowosci w:
= inwestycjach kupna/sprzedazy,
= sprawdzaniu rejestrow min. zaméwien,
= historii cen i sprzedazy,
= jednostkowych kosztach zapaséw,
= informacjach o przelewach,
= wartosciach polisy ubezpieczeniowej,
= aktywach i pasywach konta,

* raportach wydatkéw,
* inwentarzu.

Praca z programem rozpoczyna sie od zalogowania do systemu, a na-
stepnie wybrania tabeli z danymi, ktére beda analizowane. Jesli dane nie
zostaty jeszcze zatadowane, mamy mozliwos¢ importu do nowo utworzonej
tabeli bgdZ do tabeli juz istniejace;j.

Poprzez zaktadke Table Selection wybieramy zatadowany zbiér danych,
po czym otrzymujemy komunikat informujgcy o mozliwosci rozpoczecia
pracy.

Rys. 3.5. Ekran wskazujgcy na gotowos¢ programu Web CAAT do pracy

Sign In Specify details for the command to be processed
m Form instructions
L | Ready & !

Audit Documents [y Reacy e g0
W All the menu items to the left are now available. There are three main categories of

actions to take:

Commonly Used

| + Select an (ad hoc) audit step from the list on the left or process a specific
Date Functions Hd application from the menu item "Applications”. Ad hoc audit steps can be
L selected from the menu items "Commanly used”, "Date Functions”, "Numeric
functions”, "Other functions™.
Other Functions " + Open an gudit program to perform specified steps.
| « Run a script
Other Processes » » Perform other adminsitrative tasks

Numeric Functions

Data Import | Commonly performed tasks include:
Calculated columns
Run Benford's Law test

A Work on audit proaram
Sign-Out Data extraction

e Control totals
WebCAAT E Random sample

Id: root  Table: danetestowe10k Auditor: Im N Auditor Falder: wark

Niewatpliwg zaleta tego programu, oprocz przechowywania danych, jest
mozliwos¢ zebrania i utrzymywania na serwerze dokumentacji, raportéw,
czy wynikéw obliczen aplikacji pochodnych. Dzieki takiemu rozwigzaniu
uzytkownik przechowuje dane w jednym miejscu, a jezeli korzysta z apli-
kacji poprzez internet, ma mozliwos¢ wgladu w tworzone raporty i wyniki
z kazdego miejsca i o kazdej porze.
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Program, podobnie jak jego poprzednik, oblicza miedzy innymi takie
mierniki statystyczne jak:
* Srednia arytmetyczna,
* odchylenie standardowe,
* wariangja,
* minimalna, maksymalna wartos¢,
* licznosci dodatnich i ujemnych liczb,
* generowanie histogramow..

Rys. 3.6. Wyniki podstawowych miernikéw statystycznych w programie Web CAAT

Totals 39,915,956,491.00
Count 100,001
Minimun 0.00
Maximum 999,991.00
Average 399,155.57
Standard Deviation 247,657.43
Debit totals 39,915,956,491.00
Debit Count 100,000
Credit totals 0.00
Credit Count 0
Count of Zeros 1
Net totals 39,915,856,491.00
Counts 100,001

Na powyzszym rysunku widac raport koncowy po obliczeniu podstawo-
wych miernikéw. Od razu mozna zauwazy¢ podobiefstwo do prezentacji
wynikéw z poprzedniej wersji programu, gdzie dane rowniez wyswietlane
s3 za pomoca prostego i tabelarycznego uktadu. Niestety, réwniez tutaj nie
ma mozliwosci dalszej pracy nad wynikami i aby méc chociazby skopiowac
dane, uzytkownik musi wykonac eksport do pliku.

Wykorzystanie w analizie prawa Benforda

W przypadku analizy danych w oparciu o prawo Benforda, program
réwniez nie wypada najlepiej. Cho¢ proces analizy przebiega bardzo szybko
i wyniki otrzymujemy w ciggu paru sekund (dla zbioru 100 000 liczb ana-
liza trwata niecate 2 sekundy), to jednak sposéb ich przedstawienia oraz
brak mozliwosci pracy nad wynikami, nie pogtebia wiedzy na temat analizy
danych za pomocg prawa Benforda.

Podobnie jak w poprzednim programie, analizie mogg podlega¢ poniz-
sze rozktady:
* F1 - analiza pierwszej cyfry znaczace;j,
* F2 - analiza dwéch pierwszych cyfr w liczbie,
* F3 - analiza pierwszych trzech cyfr w liczbie,
« D2 - analiza tylko drugiej cyfry w liczbie,
* L1 - analiza ostatniej cyfry w liczbie,
» L2 - analiza dwéch ostatnich cyfr w liczbie.
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Dodatkowo, przed rozpoczeciem analizy mozliwe jest zawezenie spraw-
dzanych danych np. do rekordéw pochodzacych z jednego miasta, regio-
nu, czy takich, ktére zostaty utworzone przez dang jednostke rozliczeniowa,
dzieki czemu badany zbiér moze by¢ modelowany wedle potrzeb.

Rys. 3.7. Wyniki analizy rozktadu Benforda w programie Web CAAT

Digit Theoretical Observed
1 30,103 30,100
2 17,609 17,600
3 12,494 12,500
4 9,691 9,700
5] 7,918 7,900
& 6,695 6,700
7 5,799 5,800
=] 5,115 5,100
Q 4,576 4,600
Chisg 0.115302041577
DF -]
Critical value at 95% 2.17973074725

Powyzszy rysunek przedstawia wyniki obliczen dla sprawdzanego zbio-
ru. Oprécz miernika chi-kwadrat i wartosci rozktadéw, nie dostajemy pet-
niejszych informacji.

Program nie jest w stanie przedstawi¢ wynikéw w formie wizualnej, czyli
za pomocg wykreséw. Z informacji zawartych na stronie producenta wyni-
ka, ze ma on pomaga¢ miedzy innymi w kontroli wewnetrznej, czy w au-
dycie. Prezentacja wynikbw w postaci zwieztego raportu wraz wykresami
powinna by¢ standardem w kazdym programie, ktory zostat stworzony dla
takich potrzeb.

Firma EZ-R Stats LLC skupita sie przede wszystkim na funkcjach audytor-
skich, ktére moga by¢ pomocne dla 0séb zajmujgcych sie audytem i kontro-
la. Biorgc pod uwage fakt szybkosci realizacji wbudowanych funkcji oraz ich
réznorodnos¢, program rzeczywiscie stanowi narzedzie wspomagajace tego
rodzaju operacje. Niemniej jednak prezentacja danych nie jest rozwigzana
w sposob zadowalajacy, a sam interfejs i wyswietlanie informacji pomocni-
czych nie zacheca do dtuzszej pracy.

Niewatpliwie wykorzystanie bazy danych i wbudowanie duzej ilosci
funkcji byto bardzo dobrym pomystem. Osoby mobilne, ktére czesto znaj-
duja sie poza statym miejscem pracy, ucieszg sie z mozliwosci korzystania
z programu online jak réwniez z jego szybkosci.

Brak raportéw i prezentacji w formie graficznej oraz uboga funkcjo-
nalno$¢ wspomagajaca analize rozktadu Benforda moga stanowi¢ bariere
przy wyborze programu Web CAAT jako kompleksowego narzedzia ana-
litycznego.
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3.4. DATAS 2009 (Digital Analysis Tests and Statistics)

Program DATAS 2009 zostat stworzony przez Marka Nigriniego, jednego
z najwiekszych ekspertéw zajmujacych sie prawem Benforda. Od kilkunastu
lat zajmuje sie on analiza zbioréw danych oraz wptywu ich przeksztatcen
i zachowanh na uzyskiwane wyniki w oparciu o rozbudowane analizy. Infor-
macje na temat jego dziatalnosci i opublikowanych prac mozna znalez¢ na
jego stronie internetowej.

Nazwa programu oznacza cyfrowe testy analizy i statystyki, a sam pro-
gram zostat wdrozony w 2009 roku. Zawiera on 3 odrebne arkusze kal-
kulacyjne z wbudowanymi poleceniami makro do obliczen statystycznych,
a wyniki prezentowane sg w formie tabelarycznej i graficzne;j.

Jego najwiekszg zaletg jest fakt, ze zostat on zaprojektowany do bada-
nia wtasciwosci zbioréw tylko za pomocg rozktadu Benforda, dzieki czemu
program jest ciekawym narzedziem do analizy danych poprzez wglad na
czestotliwod¢ wystepowania cyfr.

Program nie jest udostepniany na licencji freeware, a jego koszt to wy-
datek rzedu 39 dolaréw.

Arkusz BenfordsLawFirstSecondFirstTwo

W zaleznosci od licznosci badanych liczb program krok po kroku oblicza
nastepujgce mierniki:
= 0golny profil danych,

rozktad F1,

rozktad F2,

rozktad D2,

wykresy dla poszczegélnych rozktadow,

roznice miedzy wartosciami teoretycznymi, a badanymi,

granice pokazujace limit odchylen dla poszczegélnych rozktadéw na po-

ziomie istotnosci 0,05.

Arkusz zawiera 6 zaktadek: Profile, Tables, Bounds, FirstDigits, SecondDi-
gits, FirstTwoDigits.

Profil danych w pierwszej zaktadce oblicza sume oraz wartos¢ dla ba-
danych liczb oraz okresla przedziaty ich zakresu. Wigze sie to z przekaza-
niem podstawowych informacji na temat badanego zbioru. Autor okreslit
te funkcje jako ,lepsze poznanie swoich liczb”.

Oprécz wyswietlania danych w grupach, profil danych stuzy réwniez ce-
lom kontroli i zasadnosci badanego zbioru. Okresla liczebnos¢ wystapien
w przedziatach:
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* liczby wieksze lub réwne 10;

* liczby z przedziatu od 0,01 do 9,99,

= liczby réwne O,

* liczby z przedziatu od 0,01 do 9,99,
*  liczby mniejsze lub réwne -10,

Dodatkowo system sprawdza liczebnos¢ wystgpien w przedziatach:
* 0d 0,01 do 50, oraz
= liczb wigekszych od 100 000.

Rys. 3.8. Okreslony profil danych w programie DATAS 2009

DATA PROFILE

Details Count % of Total Count -
Mummberz 1000 and owver 10,000 100.00 $394 B4E.36
Murmbers 0,01 to 9,939 1] Q.00 Q.00
Mumberz equal to zem 1] .00 0.00
Mumbers -0.01 to-9.99 1] .00 0.on
Murmmberz -10.00 and under 1] Q.00 Q.00

10.000 100.00 $394 546,36
Low-value numbers
Mumbers  0.07 ta 50.00 £.930 £9.90 $176.511.00)
High-value numbers
Mumberz 100,000 and higher 1] Q.00 $0.00

Ostatnie dwie pozycje sprawdzane sg pod wzgledem uzytecznosci dla kont
ptatniczych, gdzie zachodzi wiele operacji na kwoty w tych przedziatach, uczu-
lajgc audytoréw na wartosci oraz liczebnos¢ niskich i wysokich transakgji.

Sumowanie badanego zbioru ma za zadanie poréwnanie badanych liczb
np. z dokumentacja finansowa, a zestawienie liczb w sekcji Low/High-value
numbers ma pokaza¢ odsetek liczb o niskiej wartosci, czesto spotykanych
w przypadku kart ptatniczych i transakcji zawieranych przez pracownikéw
na rzecz firmy.

Ustalanie liczby zerowych transakcji wigze sie natomiast z okresleniem
roszczen gwarancyjnych, ktére czesto przetwarzane sg jako normalne zaku-
py. Dodatkowo makro sprawdza liczbe wystapien liczb ujemnych w bada-
nym zbiorze, w ktérym takie dane nie powinny sie znajdowac.
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Zaktadka Tables przedstawia mierniki dla analizowanych rozktadéw oraz

poréwnuje uzyskane wyniki z wartosciami teoretycznymi.

Rys. 3.9. Gtowny raport analizy w programie DATAS 2009

| s | TwoDig | Firse2 | First |Second| Digit | Count | Actual | Benford'sLaw|Ditference| Signif [FT Digif Count | Actual |Benford'sLew|Difference| Signif |
%895 9839 % ) 8 1 3010 0301 0.301 0000 0007 10 [} 00 0041 0041 20734
%81 o891 9% ] 8 2 1780 0176 0176 0000 0011 11 38 0036 0038 0002 D963
989 8o 38 ] 8 3 1250 0125 0125 0000 0003 12 350 0035 0.035 0000 0104
985 985 98 El 8 4 970 0087 0.097 0000 0014 13 3%, 0.040 0.032 0007 4176
5887 887 9% s 8 5 7%0 0073 0.073 0000 0048 14 3% 0040 0.030 0010 5743
0883 9883 % E] 8 6 670 0067 0.067 0000 0000 15 377 0038 0.028 0010 5828
%878 9878 9% E] 8 7 580 0058 0.058 0000, 0004 16 3|8 0038 0.026 0012 7382
%876 9875 % E] 8 H 510 0051 0051 0000 0045 17 346 0035 0.025 0010 6254
87 %87 38 ] 8 9 480 0046 0.045 0000 0091 18 402] 0040 0.023 0017 11009
0869 0860 9% [} 8 19 o 0.000 0022 0022 15062
o868 o868 98 ] 8 [] o 0000 0120 0120 368%6 20 o o000 0021 0021 14679
%867 %867 98 El 8 1 1208 0121 0114 0007 2158 21 205 0021 0.020 0000 0178
5867 867 98 s 8 2 128 0123 0.103 0014 4473 22 08 0021 0.013 0002 1113
%863 9863 9% E] 8 3 1302 0130 0.104 0026 8447 23 238 002 0.018 0005 3913
ses2 9862 9% E] 8 4 1256 012 0.100 0025 8402 24 231 0023 0.018 0005 4031
%850 9859 % E] 8 5 1285 0129 0.097 0032 10784 25 228 0023 0.017 0005 4421
9857 o857 9% ] 8 6 125 0125 0093 0031 10717 26 217 001 0.015 0005 4143
9857 857 98 ] 8 7 1203 0120 0.090 0030 10430 27 214 oo 0.015 0005 2450
%856 9856 98 El 8 8 1271 0127 0.088 0040 13967 28 218 0022 0.015 0007 5314
5856 9856 98 El 8 3 o o000 0085  -0085 30461 29 o o000 0015  -0015 12181

10000

10001

9933

9998

10000

Ujecie wartosci w formie tabelarycznej oraz umieszczenie podstawowych
miernikéw na jednej stronie pozwala szybko sprawdzi¢ zaleznosci pomiedzy

badanymi liczbami.

Zaktadka Bounds ma za zadanie wskazanie przedziatu granicznego,
w ktérym audytor, analizujgc swoje dane, powinien sie porusza¢. Dodatko-
wo przedstawiany jest wynik dla testu z.

Rys. 3.10. Analiza przedziatéw granicznych w programie DATAS 2009

Upper BoundLDwer BoundlUpper BoundLDwer Boundl

0.310 0.292
0.184 0.169
0.131 0.118
0.103 0.091
0.085 0.074
0.072 0.062
0.063 0.053
0.056 0.047
0.050 0.042
Upper BoundLDw er Bound
0.126 0.113
0.120 0.108
0.115 0.103
0.110 0.098
0.106 0.094
0.103 0.091
0.099 0.088
0.096 0.085
0.093 0.082
0.091 0.079

0.045
0.042
0.038
0.036
0.033
0.031
0.030
0.028
0.026
0.025
0.024
0.023
D.022
0.021
0.020
0.020
0.019
0.018
0.018
0.017

| Z-stat | First First-Two
0.037 19600,  0.0000  0.0414
0.034 00001  0.0019
0.031 Mean Absolute Deviation 0.0001 0.0002
0.029 Your data 00001  0.0074
0.027[ First | 0.0001 00002  0.0098
0.025 00001  0.0097
0.023[ Second | 0.0409 00000 00119
0.022 00002  0.0098
0.020 0.0045 0.0002  0.0167
0.019 Second 0.0223
0.018 01197 00212
0.017 00069  0.0003
0.017 00140  0.0016
0.016 00259  0.0053
0.015 00253  0.0054
0.014 00319  0.0058
0.014 00312  0.0053
0.013 0.0300,  0.0056
0.013 0.0395  0.0066
0.012 00850  0.0147

Kolejne zaktadki stanowig interpretacje graficzng wartosci obliczonych

w powyzszych tabelach.
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Rys. 3.11. Rozktad F1 w ujeciu graficznym wraz z jednostkami granicznymi

[ANALYSIS OF FIRST DIGITS]

025 +—f

PROPORTION

Series "Lower Bound” Point 1
[Value: 0.292 I

h -

/

FIRST DIGIT
P Cactual  —e—Benford's Law UpperBound  —%—Lower Bound l

Powyzszy rysunek przedstawia jeden z trzech wykresow, ktére sg tworzo-
ne podczas sprawdzania rozktadu Benforda. Dodatkowe wykresy prezentu-
ja rozktad F2 oraz D2.

Arkusz NumberFrequencies

Arkusz ten w prosty i przystepny sposéb oblicza liczebnos¢ wystagpien
poszczegodlnych liczb w zbiorze. Test ten stanowi interesujgce Zrédto infor-
macji w przypadku, gdy na wykresie pojawiajg sie duze skoki. Dzieki niemu
jestesmy w stanie okresli¢, jakie liczby powodujg anomalie, co z kolei okre-
§li konkretne wartosci faktur, ktére w pierwszej kolejnosci powinny zostac
poddane dogtebniejszej analizie.

Dzieki zastosowanej metodzie, analityk sprawdzajgcy zbiér bedzie
przede wszystkim zainteresowany liczbami, ktore:

wystepujg zbyt czesto w badanym zbiorze,

powodujg znaczne odchylenia od wartosci teoretycznych,

posiadajg zaokrgglone wartosci dziesietne, np. 1,99; 1,49; 0,45,

najprawdopodobniej zostaty zaokraglone na rzecz wiekszych transakcji

czy darowizn,

liczby, ktére

catkowitymi

nie pasujg do pozostatych, np. badane liczby sg wartosciami

, @ W zbiorze pojawiaja sie pojedyncze przypadki wystgpien

liczb dziesietnych,

liczby, ktore

pojawity sie szacunkowo czesciej niz pozostate.
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Rys. 3.12. Liczebnos¢ wystgpien liczb z analizowanego zbioru

[Number! |Frequency
141 15

1E.4 14
14.4 13
13.4 13
125 13
18.45 12
17.9 12

16 12
14.6 12
121 i
17.2 i
161 1
15.5 1
18.9 10
18.8 10
18.4 10
18.2 10
16.9 10
1E.5 10
1E.3 10
16.2 10
15.8 10
1581 10
124 10
11.97 10
26.5 3

Zaleta tego testu polega na tym, ze mozna go uzywac dla kazdej walu-

ty na Swiecie. Moze by¢ wykorzystywany réwniez do sprawdzenia miedzy
innymi:

zapasow,

odczytéw temperatury,

roszczen zdrowotnych,

zwrotéw biletéw lotniczych,

ilosci sprzedawanego alkoholu na pokfadzie,

odczytéw licznikdw energii elektryczne;.

Test ten zostat uzyty przez audytoréw z linii lotniczych dla danych za-

wierajgcych zebrane przez statych klientéw punkty milowe. Po przeanali-
zowaniu danych, audytorzy doszli do wniosku, ze najczesciej wystepujaca
liczbg jest 500 mil na pasazera. To jednak nie dziwi, poniewaz ta wartos¢
przypisywana jest kazdemu zarejestrowanemu pasazerowi jako minimalna
wartos¢ za kazdy zakupiony przez niego lot.

Duzg czestoscig wystapien byta réwniez liczba 817 mil, ktéra zostawata

przyznawana pasazerom podrézujgcym na jednej z gtéwnych linii przewoz-
nika. Jak sie okazato, wieksza czestos¢ wystepowania tej liczby wynikata
z duzej liczby lotéw na tej trasie.
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Kolejnym przyktadem wykorzystania tego testu jest przypadek firmy
z Tennessee, ktéra uzyta go do poszukiwania fikcyjnych pracownikéw. Au-
dytor uzyt tego testu do sprawdzenia listy ptac w poszukiwaniu powielo-
nych numeréw rachunkéw bankowych. Wiecej niz jeden rachunek, na ktory
majg wptyna¢ wynagrodzenia, moze by¢ wskaznikiem oszustwa.

Audytor odnalazt 2 przypadki, w ktérych na liscie kont istniaty takie
same rachunki. W pierwszym przypadku byto to matzenstwo, a w drugim
mtodzi pracownicy, ktérzy wspélnie wynajmowali mieszkanie i korzystali
z jednego konta. Sytuacje te pracownicy wyjasnili niemoznosciag zatozenia
rachunku bankowego dla jednego z mieszkancow”.

Arkusz BenfordLawSecondOrderTests

Funkcjonalnos¢ i prezentacja danych tego arkusza bazuje na tym samym
wzorcu, co pierwszy z opisywanych. Réznica polega na tym, ze badane dane
sprawdzane sg za pomocg zmodyfikowanego testu D2.

Nowy test diagnozuje relacje i wzorce znalezione w danych transakcyj-
nych i opiera sie na réznicy w cyfrach pomiedzy wartosciami posortowany-
mi od najmniejszej do najwiekszej. M. Nigrini wykorzystat te badania do:

analizy kwot zobowigzan,

analizy ksiegi wptywow,

analizy rocznych kosztéw i przychodéw.

Dzieki przeprowadzonym analizom zauwazone zostaty anomalie w po-
bieranych kwotach, zaokraglanie danych, czy wykorzystanie danych wyge-
nerowanych statystycznie, zamiast rzeczywistych danych transakcyjnych.
Powyzsze przyktady, powotujac sie na stowa autora, nie zostatyby wykryte,
gdyby nie wprowadzenie testu porzadkowego D2.

Definicja tego prawa opisana jest w sposob nastepujacy:

Niech x1, .., xN bedzie zestawem danych zawierajgcym obserwa-
cje z danego zbioru, i niech yl, .., yN bedzie posortowanym zbio-
rem xi w porzgdku rosngcym. Nastepnie, dla wielu naturalnych zbio-
row danych, duzej wartosci dla N, cyfry réznic pomiedzy obserwacjami
(vi+1 = yi) powinny by¢ bliskie rozktadowi Benforda. W przypadku wystgpier
duzych odchylen dane, dla ktorych pojawity sie nieprawidfowosci, powinny zo-
sta¢ zbadane bardziej szczegotowo’.

“ M. Nigrini, “Program_Details_2009.doc”, DATAS 2009.

° M. Nigrini, S. Miller, W. College, Data diagnostics using second order tests of Benford's Law,
A Journal of Practice and Theory, 2009.
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Powotujgc sie na stowa autora, wyniki badania tego testu powinny

zmierza¢ do wynikéw przedstawionych na wykresach ponize;.

Rys. 3.13. Wykres rozktadu dla posortowanego D2°

Food Cost Numbers Accounts Payable
0.05 0.20
0.04
0.15 -
S 0031 s
S S 0.10 A
s s
& 002+ &
A 0.05
0.01 A i
.."I""f' M
i
000 L
20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
First-Two Digits First-Two Digits

3.5. Benford’s Law Utility

Program ten zostat napisany przez Johna Morrowa w 2007 r. i udostep-

niony wraz z pracg zatytuowang Detecting Problems in Survey Data using
Benford'’s Law.

Program, tak samo, jak DATAS 2009, zostat przygotowany jako narzedzie

specjalistyczne badajgce wtasciwosci zbioru pod wzgledem zgodnosci z rozkta-
dem Benforda. W poréwnaniu do programu DATAS 2009, jego funkcjonal-
nos¢, czas pracy oraz uzytecznos¢ wydaje sie by¢ zdecydowanie wieksza.

Ponizej zamieszcza sie liste miernikdw, ktérych wartosci sg prezentowane

dla rozktadu F1:

wartos¢ wspotczynnika korelacji,
statystyka testu chi-kwadrat,
Srednia wartos¢ dla rozktadu FT,
test Vn,

test D,

wartos¢ miernika dopasowania,
odchylenie standardowe,
kurtoza.

® M. Nigrini, S. Miller, W. College, Data diagnostics using second order tests of Benford's Law,
A Journal of Practice and Theory, 2009.
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Rys. 3.14. Okno gtéwne programu Benford's Law Utility
i

Fle Command Data Took Graph Help

[|_First Significant Digits r Benford Tests f' Summary Stats |

Var Name | obs [30103] 17609 [ 12494 [ 9691 | 7918 [ 5695 | 5799 | 5115 | 4576
sles [10000 [30.06 |17.63 |1247 971 [7.0  |668 |50 |50  |4.65

Data File: c:\users\bulka\desktop\generated_data_set_2012-04-16_(18 28_27).csv

Log File: No File Selected. Drag a .log file into the window to open.

Pod wzgledem liczby i jakosci miernikdw, program jest bardziej precy-
zyjny i uzyteczny od innych, a jego prosty i czytelny interfejs pozwala na
szybkie wykonanie obliczen. Mozliwos¢ przegladania wykreséw i odczyta-
nie wartodci dla poszczegélnych cyfr jest nie tylko bardzo proste, ale tez
bardzo uzyteczne.

Gdyby nie brak jednej funkcjonalnodci, mozna by powiedzie¢, ze pro-
gram jest wrecz perfekcyjny i idealnie nadaje sie jako narzedzie do anali-
zy danych dla rozktadu Benforda. Mowa tu o mozliwosci wyboru, jakiego
testu/testbw majg dotyczy¢ obliczenia. Aktualnie program wykonuje obli-
czenia tylko dla testu F1, co przy specyficznych danych moze nie by¢ wy-
starczajace.

Brak mozliwosci zastosowania wiekszej liczby testéw znaczgco wptywa
na uzytecznos¢ programu. Inne narzedzia analityczne umozliwiajg badanie
wartosci nawet do szesciu pierwszych znakéw (rozktad F6). Ma to ogrom-
ne znaczenie np. przy wysokich kwotach transakcji bankowych, podatkéw,
ubezpieczen itp. Nie kazdy rodzaj danych mozna ograniczy¢ do testu F1.
Niektore specyficzne zbiory danych wymagajg analizy n-tej cyfry znaczace;.
Opisywany program nie stanowi wiec powaznego narzedzia analitycznego.
Wszystkie zaprezentowane obliczenia mozna wykona¢ w arkuszu kalkula-
cyjnym.
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Rys. 3.15. Wykres dla rozktadu F1 w programie Benford's Law Utility
1ol
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3.6. ACL (Audit Command Language)

18.10.2010 roku Ministerstwo Finanséw ogtosito przetarg na ,Dostawe
427 pakietow oprogramowania do kontroli podatkéw prowadzacych ksie-
gowos¢ w formie elektronicznej”.

Dokument SIWZ’ zawierat szereg wymogow, ktore spetnia¢ miat zaku-
piony system, a jednym z nich byta funkcjonalnos¢ badajgca dane metoda
Benforda:

,Uzycie Prawa Benforda (bazujgcego na analizie sekwencji cyfr) do wy-
krywania mozliwych btedéw, potencjalnych naduzy¢ lub innych nieprawi-
dtowosci”.

Byt to w Polsce pierwszy tak duzy przetarg na dostawe systemu audyto-
wego wykorzystujgcego rozktad Benforda. Zwyciezcg okazata sie firma SKG
S.A. z Bielska Biatej ze swym produktem — ACL (Audit Command Language).

ACL stanowi gotowe rozwigzanie dla audytoréw i jest systemem tzw.
,pudetkowym” — dostepnym od reki, niewymagajacym specjalnego proce-
su wdrozenia. Przy zakupie systemu klient otrzymuje dozywotnig licencje.
Sama aplikacja sktada sie z trzech gtéwnych komponentéw. Sg nimi:

Komponent importu danych - umozliwia import danych z wielu for-

matoéw: MS Excel, CSV, tekstowy, PDF, podglady wydrukéw oraz bazy

danych. Modut ten jest zaopatrzony w prosty interfejs umozliwiajgcy

" Specyfikacja istotnych warunkdw zamowienia.
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osobom bez zaawansowanej wiedzy technicznej tatwg obstuge za pomo-
g przyjaznych okien. Sam system jest bezpieczny i nie ingeruje w dane.
Nie ma mozliwosci zmiany informacji w bazie danych za pomocg ACL
Po zakonczeniu importu uzytkownik moze zweryfikowac jakos¢ danych:
wyszukac luki, zdublowane lub naruszone dane.

Komponent analityczny — dostepnych jest kilkadziesigt polecef ana-
litycznych (od prostych grupowan, po zaawansowane analizy). Kom-
ponent ten oferuje wtasny jezyk programowania. Wybrane polecenia
mozna uruchamia¢ w dowolnym czasie za pomocg skryptu i wykonywac
je w formie zadan. Analiza rozktadu Benforda stanowi jedno z polecen
analitycznych. Istnieje mozliwos¢ tgczenia polecenn — obudowywania
jednych drugimi oraz budowania relacji miedzy tabelami. Kazde wyko-
nane polecenie analityczne zapisywane jest w logu. Mozna odtworzy¢
poszczegdlny krok wykonywanej analizy danych.

Komponent raportéw — mozliwos¢ generowania wykreséw, raportoéw. Kaz-
dy raport mozna wysta¢ poczta elektroniczng na wybrany adres e-mail.

System pomocy ACL opisuje doktadnie sposéb dziatania analizy Benforda:

Polecenie zlicza liczbe wystqpieni kazdej cyfry wiodgcej lub kombinacji cyfr
w zestawie danych i poréwnuje rzeczywistq licznos¢ do oczekiwanej licznosci.
Oczekiwana licznos¢ obliczana jest z zastosowaniem formuty Benforda. Ponizsza
lista zawiera dodatkowe informacje o analizie Benforda.

— Okresli¢ mozna do szesciu analizowanych cyfr wiodgcych. Dla analiz powy-
Zej czterech cyfr wiodgcych wyniki nalezy zapisa¢ do pliku zamiast wyswietlania
ich na ekranie, czy wysytania na drukarke.

— Zaleznie od przetwarzanej liczby rekordéw analiza pieciu i wiecej cyfr wio-
dgcych moze zajq¢ kilka minut. Niezaleznie od zadanej liczby cyfr do analizy,
wykonywanie polecenia mozna przerwa¢ w dowolnym momencie, naciskajgc
przycisk Esc.

— Efektywna analiza Benforda wymaga duzych zestawéw danych. W wyni-
kach ACL wyswietla ostrzeZenie, jezeli zestaw danych jest zbyt maty dla okreslo-
nej liczby cyfr wiodqcych.

— Nienormalne dane widoczne sq lepiej podczas odrebnej analizy wartosci
dodatnich i ujemnych. Mozna zastosowac filtr do rozdzielenia ich przed rozpo-
czeciem analizy.

— Rekordy o wartosci zerowej sq pomijane, a ich liczba jest raportowana.
Wiodgce zera, formatowanie pola numerycznego takie, jak przecinki, czy znak
dolara, inne oznaczenia nienumeryczne i rekordy niespetniajgce kryteriow testu,
réwniez sq raportowane. Jezeli wynikowa liczba cyfr jest mniejsza niz okreslona,
ACL dodaje zero po prawej stronie wyniku.
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Wyniki analizy Benforda obejmujq:

— Cyfry wiodgce — Wyswietla liczbe sprawdzonych cyfr wiodgcych. Przykfa-
dowo, jeZeli zadano jednq cyfre wiodgcq, wyswietlane sq cyfry od 1 do 9. Jezeli
zadano dwie cyfry wiodgce, wyswietlane sq liczby od 10 do 99.

— Liczba rzeczywista — Prezentuje wykrytq w populacji licznos¢, dla kazdej
cyfry wiodqcej lub kombinacji cyfr wiodqcych.

— Liczba oczekiwana — Prezentuje oczekiwang w populacji licznosé dla kazdej
cyfry wiodqgcej lub kombinacji cyfr wiodgcych obliczong w oparciu o formute
Benforda.

- Test z— Wyswietla wartos¢ statystyki z dla kazdej kombinacji cyfr. Statystyka
7 okresla, jak bardzo uzyskany rezultat rézni sie od oczekiwanego i wyrazona
jest odchyleniem standardowym. Przyktadowo statystyka z o wartosci 0,500 to
potowa odchylenia standardowego.

— Dolna granica (opcjonalnie) — Wyswietla cyfry wiodqgce, dla ktérych cze-
Stos¢ jest znacznie nizsza niz oczekiwana.

- Gorna granica (opcjonalnie) — Wyswietla cyfry wiodqgce, dla ktérych cze-
Stos¢ jest znacznie wyzsza niz oczekiwana”.

ACL umozliwia taczenie sie ze wszystkimi rodzajami baz danych (m.in.
Oracle DB2, SQL Server) bezposrednio lub za pomocg ODBC’.

Obecnie system ACL w sektorze publicznym jest stosowany nie tylko
w Ministerstwie Finanséw. Innymi klientami sg np. Ministerstwo Sprawie-
dliwosci, Agencja Restrukturyzacji i Modernizacji Rolnictwa, Stuzba Celna,
Najwyzsza Izba Kontroli.

Ponizej zaprezentowano proces analizy za pomocg rozktadu Benforda.

Grafika (rys. 3.16) prezentuje okno aplikacji ACL po zaimportowaniu
tabeli zawierajgcej 9150 rekordéw przedstawiajacych kwoty transakcji pra-
cownikéw. Uruchomione zostaje polecenie Benford(), gdzie argumentem sg
wspomniane kwoty zakupow.

Wyniki zostajg zaprezentowane w postaci czterokolumnowej tabeli za-
wierajacej licznodci wystgpienia danej kombinacji cyfr, wartos¢ oczekiwang
wyliczong na podstawie prawa Benforda oraz wartos¢ testu z.

® Zrodto: http://www.skg.pl/acl.
* Open DataBase Connectivity.
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Rys. 3.16. Okno aplikacji ACL — uruchomienie analizy
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Rys. 3.17. Okno aplikacji ACL = wyniki analizy
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Ponizej (rys. 3.18) znajduje sie ilustracja wynikéw analizy. Pionowe ko-
lumny na wykresie wyrazajg empiryczng wartos¢ wystagpien kombinacji cyfr,
natomiast linia ciggta stanowi jej teoretyczng wartosc.
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Rys. 3.18. Okno aplikacji ACL — wykres wynikéw analizy
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3.7. Uwagi dotyczace zastosowan aplikacji analitycznych

Obecnie dostepnych jest szereg aplikacji umozliwiajgcych wykonanie
analizy danych za pomoca badania rozktadéw czestosci cyfr znaczacych.
Wiekszos¢ z nich nie jest jednak aktualizowana. Sa to przede wszystkim do-
datki do arkusza kalkulacyjnego, makra lub proste programy — kalkulatory.
Zadna z przedstawionych aplikacji nie umozliwia gtebszej oceny wynikow
rozbudowanymi miernikami.

Analityk w przypadku wykrycia nieprawidtowosci powinien mie¢ mozli-
wos¢ dotarcia do Zzrodet powodujgcych zaktocenia.

Niezbedng wtasciwoscig dobrego narzedzia powinna by¢ sp6jna prezen-
tacja danych z mozliwosciag raportowania, drukowania, zapisywania czy mo-
dyfikowania uzyskanych wynikéw. Brak takiej funkcjonalnosci powoduje,
ze prezentowane dane sg nieczytelne i nie ma mozliwosci edytowania oraz
taczenia ich z wynikami pochodzgcymi z innych analiz.

Grupa badawcza skupiona wokét Uniwersytetu Ekonomicznego w Kra-
kowie pracuje nad wersjg oprogramowania stand-alone oraz wersjg online,
ktéra bedzie stanowi¢ centrum informacji na temat analizowanego zbioru.
Celem jest uzyskanie, w zaleznodci od potrzeb i posiadanych danych, ja-
snych i czytelnych wynikéw zawierajgcych opisy poszczegdlnych miernikéw
i sposob ich interpretacji. Zalgzkiem takiego oprogramowania jest nizej opi-
sane makro w MS Excel.
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Rozdziat 4
Propozycja narzedzia analitycznego

4.1. Przygotowanie danych

Dane do analizy powinny by¢ przygotowane w odrebnym arkuszu MS
Excel oraz spetnia¢ wymogi wynikajace z zatozen i warunkéw dziatania pra-
wa Benforda. W szczegd6lnosci nalezy tu zwréci¢ uwage na:

1. duza liczbe obserwacji, rzedu co najmniej 1000 i wiecej,

2. szeroki zakres wartosci, rzedu co najmniej 4 cyfr znaczacych, tj. maksy-
malna warto$¢ powinna przekracza¢ wielkos¢ 10 000,

3. wysoka zmiennos¢ obserwacji mierzona np. wspétczynnikiem zmienno-
Sci, rzedu co najmniej 70%.

S3 to dolne ograniczenia, sformutowane na podstawie doswiadczen au-
torow. Nalezy jednak podkresli¢, Ze nie ma w tym zakresie precyzyjnych
badan, na podstawie ktérych mozna bytoby sformutowaé bardziej jedno-
znaczne wskazéwki dotyczgce pozadanych wtasnosci zbioréw danych dla
potrzeb analizy z wykorzystaniem prawa Benforda.

Warto wspomniec o zasadach postepowania w przypadku pojawienia sie
wartosci nietypowych lub budzacych watpliwosci.

1. W przypadku braku danych, kiedy w materiatach zrédtowych sg infor-
macje typu [b.i.], [.]. [-], [*¥] wszystkie je nalezy pomijac.

2. Wartosci zerowe takze nalezy najczesciej wyeliminowac z analiz.

3. Nalezy zdecydowac o rzedzie doktadnosci danych. Jezeli np. czes¢ da-
nych jest wyrazona z doktadnoscig do petnych ztotych, a czes¢ z doktad-
noscig do groszy, to warto zaokragli¢ wszystkie dane do petnych ztotych.
Jezeli wszystkie dane wyrazone sg z doktadnoscig do grosza, to warto je
przemnozy¢ przez 100, aby pozby¢ sie utamka dziesietnego.

4. W przypadku wartosci ujemnych (np. wynik finansowy), rozwigzaniem
jest ustalenie najwiekszej ujemnej wartosci oraz zwiekszenie kazdej ob-
serwacji o te wielkos¢ przemnozong przez arbitralnie ustalong statg, np.
1,1 (aby unikng¢ wartosci zerowych).

5. Analize mozna prowadzi¢ tylko na danych w skali ilorazowej. Pomiary
na skalach stabszych z requty nie nadajg sie do analiz przy uzyciu prawa
Benforda.

Ciekawym kierunkiem badan moze by¢ analiza warstwowa. Jej istota
polega na dzieleniu zbioru danych na warstwy. Liczba warstw moze wynosic
od 2 do 5. Przy dwoch warstwach dzieli sie zbiér na dwa réwne podzbio-
ry (wedtug mediany) i przeprowadza sie analize odrebnie dla obserwacji
mniejszych od mediany, i odrebnie dla obserwacji wiekszych od mediany.
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Przy trzech warstwach dzieli sie zbiér na trzy réwne podzbiory przy pomo-
cy odpowiednich kwantyli, itd. Obserwacja stopnia zgodnosci z rozktadem
Benforda w poszczegélnych warstwach pozwala na wyciggniecie z analizy
bardziej uzasadnionych wnioskéw.

Odmiang analizy warstwowej jest analiza danych przekrojowo-czaso-
wych. Zazwyczaj te dane ujete s3 w postaci macierzy, w ktorych kolejne
kolumny zawierajg informacje z réznych okreséw czasu, a kolejne wiersze
- obserwacje dla réznych obiektéw (miast, firm, miejsc pomiarowych itp.).
W takich sytuacjach takze warto stworzy¢ odrebne warstwy analizy nie tylko
wg obiektéw, ale takze wg okreséw czasu, np. odrebna analiza dla danych
z poczatkowych okreséw i odrebna dla danych z koncowych okresow.

Istotg analizy rozktadu Benforda jest potwierdzanie wiarygodnosci da-
nych i poszukiwanie ewentualnych nieprawidtowosci w zbiorach informacji
liczbowych. Te negatywne zjawiska moga wystapi¢ w okreSlonym miejscu
i czasie, stad analiza dla petnego zakresu danych niekiedy moze nie wska-
zywac nieprawidtowosci, gdyz dane poprawne zostang przemieszane z da-
nymi niepoprawnymi.

Dysponowanie uniwersalnym narzedziem analitycznym pozwala tez na
analizy symulacyjne. Mozna np. wygenerowac sztuczne zbiory danych licz-
bowych, ktére w 100% bedg spetniaty kryteria rozktadu Benforda. Nastep-
nie wprowadzi¢ do tego generatora funkcje zaktocajacg strukture danych
w coraz to wiekszym stopniu i obserwowac, jak zachowujg sie poszczegdlne
miary zgodnosci rozktadéw i odpowiadajgce im wykresy.

4.2. Sposéb uruchamiania

Po uruchomieniu makra i odblokowaniu zabezpieczen, uzytkownik znaj-
duje sie w arkuszu BF_INPUT, do ktérego wprowadza sie dane wejsciowe
podlegajace analizie.

W makro przewidziano nastepujgce opcje analizy:

Struktura ujecia danych:

- w kolumnie,

— w postaci macierzy.

Zakres analizy:

- tylko testy F1, D2, D3 i LT,

- dodatkowo test F2 i/lub test F3.

Zakres analizowanych danych

- caty dostepny zbiér,

- bez zadanej czesci (w %) najmniejszych i/lub najwiekszych obserwacji.

128



Propozycja narzedzia analitycznego

Dane wprowadza sie (kopiujac je z innego arkusza zrédtowego) poczgw-
szy od komorki a10. W przypadku, gdy dane ujete sg w postaci macierzy,
to w komérkach g2 i g3 nalezy podac takze adres ostatniego elementu
macierzy danych (prawy dolny rég). Struktura macierzowa przydatna jest
w sytuacjach, gdy analizie podlegajg dane przekrojowo-czasowe.

Zaleca sie stosowanie wszystkich testéw (wraz z testami F2 i F3), jakkol-
wiek czas wykonania makro jest wtedy wyraznie dtuzszy. Dobrym rozwia-
zaniem w takim przypadku jest praca ,wsadowa” polegajaca na urucho-
mieniu kilku analiz jednocze$nie i zaplanowanie dtuzszej przerwy czasowe;]
zwigzanej z oczekiwaniem na wyniki obliczen.

Ostatnia mozliwa opcja analizy dotyczy zakresu przetwarzanych danych.
Standardem jest analiza catego dostepnego zboru. Niekiedy jednak przy-
datna jest eliminacja najmniejszych lub najwiekszych obserwacji. W makro
ustala sie w tym celu dwa parametry (komérki i3 oraz i4) okreslajgce pro-
centowo liczbe eliminowanych obserwacji. Mozna eliminowac: tylko naj-
mniejsze, tylko najwieksze lub zaréwno najmniejsze, jak i najwieksze obser-
wacje na réznych poziomach eliminacji.

Makro uruchamiane jest przyciskami Analyze! Wyniki analizy podawane
sg w sgsiednim arkuszu BF_OUTPUT_H.

Ponadto, w arkuszu BF_DATA znajduje sie czerwony przycisk Clear data,
ktéry umozliwia czyszczenie wprowadzonych danych z arkusza i umozliwia
wprowadzenie nowego zbioru danych do analizy. Identyczny przycisk znaj-
duje sie w arkuszu BF_OUTPUT_H. Powoduje on eliminacje istniejgcych
w arkuszu wynikéw analizy.

W arkuszu BF_DATA mozna wprowadzi¢ takze informacje opisujace ana-
lizowany zbiér danych:

nazwa cechy — komorka B5,

symbol cechy — komérka A6,

zrodto danych — komorka C6.

Informacje te kopiowane sg do tabeli z rezultatami analiz i w przypadku
obszernych badan utatwiajg identyfikacje wynikéw.

Przyktad ekranu z parametrami okreslajgcymi zakres analizy przedsta-
wiono na rysunku 4.1.

4.3. Zakres analizy

W ramach makro uwzgledniono szes¢ typowych testow, w ktérych anali-
zowane sg rozktady czestodci pojawiania sie nastepujgcych kombinacji cyfr:
1. pierwsza znaczaca cyfra— test F1,

2. dwie pierwsze znaczace cyfry — test F2,
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trzy pierwsze znaczace cyfry — test F3,
dokfadnie druga cyfra - test D2,
dokfadnie trzecia cyfra — test D3,
ostatnia cyfra — test L1.

oUW

Obliczenia dla testéw F2 i F3 wykonywane s3 opcjonalnie, ale wskazane
jest uwzglednianie w analizach wszystkich 6 testow.

W ramach analizy sporzadzanych jest 6 wykreséw — kazdy z nich odnosi
sie do innego testu. Wykresy majag posta¢ histograméw, w ktérych obok
siebie podawane sg stupki ilustrujgce czestosci empiryczne (kolor niebieski,
symbol EMP) oraz czestosci teoretyczne, wynikajgce z prawa Benforda (ko-
lor czerwony, symbol BF). Do wartosci empirycznych dopasowywane sg au-
tomatycznie funkcje trendu — potegowe dla testow F1, F2, F3 oraz liniowe
dla testow D2, D3, L1. Na osi pionowej Y wykresow podawane sg czestosci
(%) natomiast na osi poziomej X — kombinacje cyfr, dla ktérych wyznaczane
sg czestosci ich wystepowania.

Druga czes¢ analizy dostarcza parametréw statystycznych opisujgcych
analizowany zbiér danych (wartosci skrajne, Srednia arytmetyczna, wspot-
czynniki zmiennosci, skosnosci i kurtozy).

Trzecia czes¢ analizy obejmuje miary zgodnosci rozktadéw empirycz-
nych z rozktadami teoretycznymi wynikajgcymi z prawa Benforda (mier-
niki M1-M5), wspétczynniki korelacji miedzy liczebnosciami empirycznymi
i teoretycznymi oraz statystyki testu zgodnosci rozktadéw chi-kwadrat, testu
z oraz testéw Kotmogorowa—Smirnowa (w trzech wersjach KS1-KS3). W ta-
beli wynikowej podawane sg takze wartosci krytyczne testéw zgodnosci
dla dwéch pozioméw istotnosci a=0,05 oraz a=0,01. Poréwnanie wartosci
krytycznych ze statystykami testow pozwala podja¢ decyzje o zgodnosci lub
braku zgodnosci analizowanych rozktadéw. W przypadku testu z podawane
sg liczby przedziatow, w ktérych na danym poziomie istotnosci nalezy od-
rzuci¢ hipoteze o zgodnosci czestosci wystepowania danej kombinacji cyfr.
Liczbe te nalezy porownywac z ogélng liczbg przedziatow k.

W tabeli z parametrami, poza wymienionymi powyzej statystykami (dla
kazdego testu odrebnie), podawane sg takze informacje o nazwie badane;j
cechy, jej symbolu i Zrédle danych oraz informacja o tym, czy analizowany
byt caty dostepny zbiér danych, czy tez zbiér ograniczony o x% najmniej-
szych i/lub x% najwiekszych obserwacji.
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Rys. 4.1. Ekran sterujgcy z parametrami wyznaczajgcymi zakres analizy
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4.4. Sumaryczna tabela wynikowa

W wyniku uruchomienia makro w arkuszu BF_OUTPUT_H pojawiajg sie

wyniki obliczen w postaci tabeli sumarycznej zawierajacej parametry staty-
styczne, tabeli z wartosciami testu z, wykresy rozktadéw czestodci oraz tabel
roboczych (dla kazdego testu odrebnie).

Tabela sumaryczna (por. tab. 4.1) ma wymiary pozwalajace na jej wkle-

janie do tekstow w uktadzie poziomym i sktada sie z trzech czesci.

W pierwszej czesci znajdujg sie nastepujace informacje.

. nazwa analizowanej cechy i jej symbol,

Zrédto danych liczbowych,

. Wartodci krytyczne testébw Kotomogorowa-Smirnowa KS1-KS3 dla

dwéch pozioméw istotnosci o=0,05 oraz =0,01,

. Parametry okreslajace procent najmniejszych — min[-]% i/lub procent

najwiekszych — max[-]% obserwacji wyeliminowanych z catego dostep-
nego zbioru danych. Parametry 0-0 oznaczaja, ze analizie podlega caty
zbiér danych.

Informacje wymienione w poz. 1, 2 kopiowane sg z arkusza BF_DATA.

Jezeli uzytkownik pominie te informacje, to w tabeli pojawig sie puste ko-
morki.
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Druga czes¢ tabeli zawiera dla kazdego z szesciu uwzglednionych te-
stow (F1, F2, F3, D2, D3, L1) nastepujgce parametry.

1. liczba obserwacji n (dla poszczegdlnych testéw liczba ta moze by¢ rézna),

2. wartosci miernikéw dopasowania M1-M5,

3. wartodci wspodtczynnikow korelacji liniowej pomiedzy liczebnosciami
empirycznymi i teoretycznymi —r,

4. wartosci statystyki testu chi-kwadrat - chi,

5. wartosci krytyczne testu chi-kwadrat na poziomach istotnosci a.=0,05
(chi = 0,05) oraz a=0,01 (chi = 0,01),

6. ogodlna liczba przedziatow klasowych k w badanym rozktadzie,

7. liczba przedziatow klasowych dla ktérych test z wskazat na poziomie
istotnosci =0,05 (z — 0,05) oraz =0,01 (z = 0,01) na istotne roz-
bieznosci pomiedzy teoretyczng a empiryczng czestoscig wystepowania
danej kombinacji cyfr. Jezeli ta liczba jest niewielka w poréwnaniu z pa-
rametrem k, to ewentualne rozbieznosci pomiedzy prawem Benforda
a rozktadem empirycznym ograniczajg sie tylko do wskazanych przez
test z kombinacji cyfr.

8. statystyki empiryczne testéw zgodnosci Kotmogorowa—Smirnowa KS1-
-KS3, ktore nalezy porownywac ze znajdujgcymi sie powyzej wartoscia-
mi krytycznymi.

9. parametry statystyczne opisujgce wtasnosci rozktadu analizowanej ce-
chy; sa to:

— wartos¢ maksymalna,

- wartos¢ minimalna,

- $rednia arytmetyczna,

- wspdtczynnik zmiennosci zdefiniowany jako iloraz odchylenia standar-
dowego przez srednig arytmetyczng x 100,

— wspdtczynnik skosnosci (asymetrii)

- wspodtczynnik kurtozy (sptaszczenia).

Trzecia czesc tabeli sktada sie z 6 wykreséw ilustrujgcych zgodnosé
rozktadow empirycznych z rozktadami wynikajgcymi z prawa Benforda.
W pierwszym rzedzie podawane sg wykresy dla testéw F1, F2, F3, gdzie
wtasciwg funkcjg oddajacg istote prawa Benforda jest funkcja potegowa.
W drugim rzedzie natomiast przytoczone sg wykresy dla testow D2, D3
i L1, gdzie czestosci powinny uktadac sie wedtug funkcji prostoliniowe;j.
W przypadku funkcji D2 powinna to by¢ funkcja lekko opadajaca, w przy-
padku testu D3 - prawie réwnolegta do osi poziomej, a w przypadku testu
L1 — dokfadnie réwnolegta do osi poziome;.
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Propozycja narzedzia analitycznego

4.5. Parametry wynikowe

W tabeli sumarycznej przytoczono mierniki podobiefstwa rozktadéw
empirycznych z rozktadami teoretycznymi wynikajgcymi z rozktadu Ben-
forda oraz wartosci testow zgodnosci i parametréw opisowych rozktadu
analizowanej zmiennej. Ponizej podano wzory i definicje poszczegélnych
parametrow We wzorach przyjeto nastepujaca konwencje oznaczen:

n — ogoblna liczba obserwacji w analizowanym zbiorze,

k — liczba kombinacji cyfr (w tescie F1 — k=9, w testach D2, D3, L1 -

k=10, w tescie F2 — k=90, a w tedcie F3 — k=900)

n oraz N, (i=1,2,...k) - liczebnosci empiryczne i teoretyczne pojawienia

sie na okreslonym miejscu i-tej cyfry (lub i-tej kombinacji cyfr),
¢ oraz ¢ (i=1,2,...,k) — czestosci empiryczne i teoretyczne dane wzorami:

(4.1) |e="100 & ="t100
n n

p, oraz P, (i=1,2..k) — prawdopodobiefistwa empiryczne i teoretyczne
dane wzorami:

n, 5 T

(42) pi=— pi =

[ oraz f (i=1,2,....k) — wartodci dystrybuanty empirycznego i teoretyczne-
go rozk’fadu czestosci cyfr znaczacych dane wzorami:

4.3) | ZIZ::,Pz f, :/Z::‘f)]

Mierniki podobienstwa rozktadéw empirycznych i teoretycznych dane sg
wzorami:

100 e, —é.|  100&|n,
4.4) M, =—>|= =S5 -
(“44) Yk le é k le ‘
(4.5)
(4.6)
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Rozdziat 4

Mierniki te sg niezalezne od wielkosci zbioru n i przyjmuja tym mniejsze
wartosci, im bardziej zgodne ze sobg sg poréwnywane rozktady czestosci.
Generalnie wskazujg one na przecietng wielko$¢ réznic pomiedzy czesto-
Sciami faktycznymi a czestodciami teoretycznymi w danym tescie.

Mierniki M2 oraz M3 wskazujg na przecietng réznice pomiedzy warto-
Sciami empirycznymi a teoretycznymi poréwnywanych rozktadow. W lite-
raturze preferuje sie miernik M3, jakkolwiek bardziej naturalny wydaje sie
miernik M2. Miernik M3 jest wiekszy od miernika M2 (w przypadku testow
F1,D2, D3, L1 - trzykrotnie wiekszy) i szacuje z duzym nadmiarem wielko$¢
réznic pomiedzy poréwnywanymi rozktadami.

Mierniki M1 oraz M4 wskazuja, jaka jest przecietna réznica miedzy war-
tosciami empirycznymi a teoretycznymi w relacji do wartosci teoretycznych
rozktadu. Miernik M5 pokazuje, jakg cze$¢ wszystkich obserwacji trzeba by
zmieni¢, aby rozktady empiryczne pokryly sie z rozktadami teoretycznymi.
Wielkosci tych trzech miernikéw wyrazone sg w procentach.

Széstym miernikiem zgodnosci jest wspétczynnik korelacji linowej r po-
miedzy empirycznymi i teoretycznymi czestosciami.

k

Z(ni_ﬁ)(ﬁi_;)

— i=1
4.9 |r= =

(Sl -7Y 363

i=1 i=1

W powyzszym wzorze N oraz N to $rednie arytmetyczne z empirycznych
i teoretycznych liczebnosci. Identyczne wartosci wspoétczynnikow korelacji
uzyskuje sie, jezeli we wzorze (4.9) przyjmie sie nie liczebnosci rozktadow,
ale ich czestosci lub prawdopodobiefstwa. Wspotczynnika r nie mozna wy-
znaczy¢ dla testu L1, gdyz czestosci teoretyczne w tym przypadku sg iden-
tyczne i nie maja zadnej zmiennosci.
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Propozycja narzedzia analitycznego

Druga grupa zawiera statystyki testébw zgodnosci rozktadéw. Uwzgled-
niono tu 5 testow zgodnosci — chi-kwadrat, test z oraz trzy testy Kotmogo-
rowa—Smirnowa.

Statystyki te dane sg wzorami:

2 - (ni _ﬁi)z
4.10) |% —Zf—;f—

P P (i=1,.k)

@)\ Jpa p)n

(4.12) |KkS1=D,|" DzmmM—ﬁ‘ (i=1,...k)
n 1

(413) [KS2=DNn  D=maxf-f| G=1..0

KS3=V, *[\JN +0155+ 024N "] gdzie  (i=1,..k)
2

V, =D + Dy D;=Sljp[f;_/}z] DN:Slfp[j}"_f"] N:;_n

(4.14)

Ostatnia grupa parametréw znajdujaca sie w tabeli sumarycznej od-
nosi sie do catego analizowanego zbioru, a nie do poszczegélnych testow
F1,F2,....

Jest to sze$¢ podstawowych statystyk opisowych — wartosci maksymalne
i minimalne zbioru, Srednia arytmetyczna i wspdtczynnik zmiennosci oraz
wspotczynniki skosnosci (asymetrii) i sptaszczenia (kurtozy). Parametry te
okreslone sg nastepujgcymi wzorami:

(4.15) |max =max{x,}  (@=1l..,n)

(4.16) |min =min{x,} (i=1..,n)
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(4.17) |sred = le,.
n'io

(4.18) wsp.V = sred 100
s

(4.19) B n 1 (x —sred )
“Sym_(n—l)(n—z)z( J

i=1 s

(4.20) |kurt= n(n+1) i(xi - sredj“ . 31
' (n-D(n-2)n-3) s (n—2)(n—3)

W powyzszych wzorach x oznacza i-t3 realizacje zmiennej, n jest og6lng
liczbg obserwacji, natomiast s — odchyleniem standardowym danym wzorem:

z (x, —sred)’
i=1

n—1

(4.21)

4.6. Tabele z wynikami testu z

Poza tabelg gtéwng makro dostarcza drugiej tabeli ze szczegétowymi
wynikami testu z (por. tab. 4.2). W gbrnej czesci tej tabeli przytoczono mo-
duty wartosci statystyki danej wzorem (4.11) dla réznych rozktadéw cyfr F1,
D2, D3, L1 oraz F2. Opuszczono natomiast wyniki dla testu F3 z uwagi na
ich obszernos¢.

Statystyki przekraczajgce co do modutu wartosci krytyczne, wynosza-
ce 1,96 dla poziomu istotnosci a=0,05 oraz 2,58 dla poziomu istotnosci
a=0,01, wskazujg miejsca (cyfry i ich kombinacje) w ktérych wystepuje
ewentualna niezgodnos¢ rozktadéw empirycznych z rozktadami wynikajacy-
mi z prawa Benforda. Tak wiec w przypadku stwierdzenia, ze poréwnywane
rozktady nie sg zgodne powstaje koniecznos¢ lokalizacji tej niezgodnosci,
do czego mozna wykorzysta¢ wtasnie statystyki z.
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W wierszu oraz w kolumnie tabeli 4.2 oznaczonej symbolem max po-
dano maksymalne wartosci tych statystyk. Sg to najbardziej ,podejrzane”
kombinacje cyfr, ktére Swiadczg o niezgodnosci rozktadéw empirycznych
z rozktadami Benforda. Ponadto w ostatnich dwéch kolumnach gérnej
czesci tabeli przytoczono liczbe kombinacji cyfr, dla ktérych stwierdzono
istotne odchylenia pomiedzy czestosciami empirycznymi a czestosciami teo-
retycznymi.

Dolna czesc tabeli 4.2 posiada podobng konstrukcje, z tym ze wartosci
statystyk z zamieniono na rangi, przyjmujac nastepujace wartosci granicz-
ne:

1. ranga O dla ktérej z<2 - sytuacje zgodne z rozktadami Benforda,

2. ranga 1 dla ktérej z€<2 - 5> - sytuacje niezgodne z rozktadami Benfor-
da,

3. ranga 2 dla ktérej z€<5 — 8> - sytuacje o duzej niezgodnosci z rozkta-
dami Benforda,

4. ranga 3 dla ktérej z>8 - sytuacje o bardzo wysokiej niezgodnosci z roz-
ktadami Benforda.

W ostatnich 4 kolumnach dolnej czesci tabeli 4.2 przytoczono liczbe
przypadkéw z poszczegdlnymi rangami dla kazdego rodzaju testu F1, D2,
D3, L2 oraz F2. W ostatnich dwéch wierszach tabeli 4.2 podano sumaryczne
liczby przypadkéw z wyrdznionymi rangami oraz ich rozktady procentowe.

W przypadku niezgodnosci analizowanych rozktadéw z rozktadami Ben-
forda najbardziej watpliwe sg kombinacje cyfr z rangg ,3", nastepnie z ran-
gq ,2" itd. Duza liczba sytuacji z wysokimi rangami sugeruje generalnie
o istotnej niezgodnosci z rozktadami Benforda. W takim przypadku inne
statystyki takze powinny wskazywac na wyrazny stopief niezgodnosci po-
rownywanych rozktadéw.
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Propozycja narzedzia analitycznego

4.7. Tabele robocze

W arkuszu BF_OUTPUT_H znajduja sie takze tabele robocze ze szcze-

g6towymi wynikami obliczef. Dla kazdego z 6 uwzglednionych w analizie
testow: F1, F2, F3, D2, D3 i L1 podawana jest identyczna tabela z formu-
tami obliczeniowymi. Tabele te réznig sie liczbg wierszy — dla testu F1 jest
to 9 wierszy, dla testow D2, D3 i L1 — 10 wierszy, dla testu F2 — 90 wierszy
oraz dla testu F3 — 900 wierszy (nie liczac 3 wierszy zawierajacych finalne
wartosci parametrow).

N —

Nouhsw

9.
10

11

12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.

W kolejnych kolumnach tych tabel znajduja sie nastepujace informacje:

identyfikator cyfry (lub ich kombinacji),

empiryczne liczebnosci obserwacji zaczynajacych sie od danej cyfry (lub
ich kombinacji) [Emp - L],

empiryczna czestos¢ (%) tych obserwacji [Emp %],

czestos¢ wynikajaca z prawa Benforda [Benf %],

liczebnos¢ obserwacji wynikajaca z prawa Benforda [Benf - L],
elementy sktadowe statystyki chi-kwadrat [chi],

elementy empirycznego rozktadu czestosci w postaci prawdopodobien-
stwa [f(i)],

elementy teoretycznego rozktadu czestosci w postaci prawdopodobien-
stwa [b(i)],

elementy sktadowe testu z [Z],

elementy sktadowe dystrybuanty empirycznego rozktadu czestosci

[F()],

. elementy sktadowe dystrybuanty teoretycznego rozktadu czestosci

[B()].

moduty réznic dystrybuant [F(i)-B(i)],

moduty dodatnich réznic dystrybuant [F(i)-B(i)],

moduty ujemnych r6znic dystrybuant [F(i)-B(i)],

wzgledne réznice pomiedzy czestosciami rozktadéw empirycznych oraz
rozktadéw Benforda [(E-B)/B],

kwadraty r6znic pomiedzy czestosciami rozktadéw empirycznych oraz
rozktadow Benforda [(E-B)"2],

kwadraty czestosci rozktadéw Benforda [B"2],

moduty réznic pomiedzy czestosciami rozktadéw empirycznych oraz
rozktadéw Benforda [(E-B) %].

W odrebnych (koficowych) wierszach podawane sg sumy wartosci znaj-

dujgcych sie w poszczegblnych kolumnach oraz wartosci wynikowych pa-
rametrow, ktore sg przenoszone do oméwionych poprzednio tabel suma-
rycznych.
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Rozdziat 4

4.8. Omoéwienie przyktadu empirycznego

W przyktadzie przeanalizowany zostat zestaw danych sktadajacy sie
z 10 554 rekordéw. Stanowi on zbiér faktur sprzedazowych pewnej fir-
my dziatajacej w branzy transportowej. Wystawione one byty w okresie
[-X 2008.

Analiza polegata na przebadaniu zbioru szeScioma réznymi testami, bio-
rqcyml pod uwage:

pierwsza cyfre znaczacg,

druga cyfre znaczaca,

trzecig cyfre znaczaca,

dwie pierwsze cyfry znaczace,

trzy pierwsze cyfry znaczace,

ostatnig cyfre znaczaca.

Jako wynik analizy wyznaczona zostata tabela zbiorcza zawierajgca ze-
stawienia wszystkich wskaZnikéw statystycznych dla wymienionych szesciu
testow empirycznych.

Waznym wskaznikiem opisujacym jakos¢ badanych danych jest test z.
Umozliwia on badanie stopnia odchylenia wartosci empirycznych od teo-
retycznych na kazdym jednostkowym etapie analizy (dla testu F1: F1(1),
F1(2), itd., dla testu F2: F2(10), F2(11) itd.).

Wyznaczenie najwiekszej wartosci testu z w kontekscie rozpatrywanego
testu empirycznego umozliwia okreslenie najbardziej podejrzanego obszaru
wewnatrz zbioru danych.

W przypadku rozpatrywanego przyktadu empirycznego najwyzsza war-
tos¢ testu z wystgpita dla F3(814) (w przypadku testu F3). W rozpatrywa-
nym okresie zostato wystawionych 144 faktur dla ktérych warto$¢ rozpoczy-
nata sie od sekwencji ,814". Teoretyczna wartos¢ testu F3(814) powinna
wynies¢ 5 przy zadanej wielkosci zbioru danych.

Informacja ta powinna stanowi¢ podstawe gtebszej analizy faktur na
poziomie szczegbtowym (badanie przyczyny tak duzej rozbieznosci).

Analityk przeprowadzajgc badanie powinien bra¢ pod uwage charakter
danych. W przypadku danych finansowych zaobserwowa¢ mozna tendencje
do zaokraglania wartoici po przecinku (do petnej kwoty, 50 groszy itp.).
Wyjasdnia to zaburzong czestotliwos¢ wystepowania cyfr O oraz 5 lub kon-
cowek ,50” oraz ,00". Tendencje tg wida¢ wyraznie na wykresach testow
F2 (dla wartosci ,5"), F3 (dla wartosci ,0”) lub dla testu L1 (obie wartosci:
,0" oraz ,5").
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Analiza rozktadéw cyfr znaczacych na
przyktadzie danych finansowych

Dane finansowo-ksiegowe wykorzystywane do ewidencji kosztéw oraz
przychodéw firmy mogga stac sie przedmiotem manipulacji lub fatszerstwa.
Znanym okresleniem ,kreatywna rachunkowos¢” opisuje sie dziatanie po-
legajace na znieksztatcaniu obrazu stanu finanséw danego przedsiebior-
stwa w celu zatajenia pewnych informacji lub przedstawienia nieprawidto-
wych wynikéw. Weryfikacje rzetelnosci danych finansowych zalicza sie do
gtéwnych zadan audytu prowadzacych do wykrycia nieprawidtowosci oraz
oszustw finansowych. Prawo Benforda moze by¢ z powodzeniem wykorzy-
stywane do przeprowadzenia kompleksowego badania, ktérego wynikiem
bedzie nakreslenie obszaréw wymagajacych gtebszej analizy.

Za pomocg makra arkusza kalkulacyjnego, zaprezentowanego w roz-
dziale czwartym, przeanalizowano zbiér danych zawierajacy faktury za-
kupowe pewnej apteki dziatajacej na terenie Krakowa. Zestaw sktadaja-
cy sie z 5816 obserwacji zawierat dokumenty generowane na przestrze-
ni lat 2006-2011. Ponizej przedstawiono wyniki analizy wartosci netto
faktur. Mozliwe jest takze przeanalizowanie wartosci brutto lub VAT,
w celu wychwycenia ewentualnych nieprawidtowosci przy stawkach podat-
kowych.

Analize zbioru rozpocza¢ nalezy od przetestowania czestosci wystepo-
wania cyfr na pierwszych pozycjach znaczacych. Na rysunku 5.1 przedsta-
wiono graficzng prezentacje wynikéw testu F1. Jak mozna zauwazy¢, war-
tosci dla danych empirycznych r6znig sie od wzorca wyznaczonego przez
prawo Benforda. Najwiekszym odchyleniem na pierwszej pozycji znaczacej
odznacza sie cyfra 1 (=6,3 %) oraz 4 (2,8 %), natomiast najmniejszym cyfra
9 (-0,1 %).

Przygladajac sie blizej czestosciom cyfr wystepujacych doktadnie na dru-
giej (rys. 5.2) oraz na trzeciej pozycji znaczacej (rys. 5.3) mozna dojs¢ do
wniosku, ze nie odbiegajg one w duzym stopniu od wyznaczonego wzor-
ca. W przypadku testu D2, najwieksze réznice zauwazy¢ mozna dla cyfr
5 (1,3%), 4 (-0,8%), 0 (0,7%) oraz 3 (—0,7%). W tedcie D3 cyfra O przewyz-
sza 0 1,8% wartos¢ teoretyczng testu, natomiast cyfra 5 wystepuje 0 0,6%
rzadziej niz to wynika z teoretycznego punktu widzenia.
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Rozdziat 5

Rys. 5.1. Czestos¢ wystepowania cyfr na pierwszej pozycji znaczacej
(d) Test F1
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Rys. 5.2. Czestos¢ wystepowania cyfr na drugiej pozycji znaczqcej
14
12 A
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Test D2
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Test D3

Wyniki testu F2 (rys. 5.4), badajgcego cigg cyfr na pierwszych dwéch
pozycjach znaczacych, moga wskazac obszary wymagajace dalszej, bardziej
szczegotowej i wnikliwej analizy. Czestos¢ wystepowania wartosci netto fak-
tur zaczynajacych sie od sekwencji ,45” jest niemal dwukrotnie wieksza,
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Analiza rozktadéw cyfr znaczacych na przyktadzie danych finansowych

niz wynikatoby to z prawa Benforda. Naturalng rzeczg wydaje sie zatem
skupienie uwagi na tych wtasnie dokumentach.

Rys. 5.4. Czestos¢ wystepowania cyfr na pierwszych dwdch pozycjach znaczqcych

Test F2
5
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1 I L
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Kolejnym etapem analizy moze by¢ wykonanie testu F3. Opisane powy-
zej badanie wytonito faktury rozpoczynajace sie od ciggu cyfr ,45". Przygla-
dajac sie wynikom testu F3 (rys. 5.5) mozna wyszczegdlni¢ kolejne doku-
menty, ktorych wartos¢ rozpoczyna sie od sekwencji ,450”. Tym sposobem
zaweza sie zbiér faktur jedynie do tych, ktére z najwiekszym prawdopodo-
bieAstwem mogty by¢ obarczone btedem.

Rys. 5.5. Czestos¢ wystepowania cyfr na pierwszych trzech pozycjach znaczgcych

1,2 Test F3
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Przygladajac sie doktadniej zbiorowi danych, a w szczegélnosci fakturom
wytonionym dzieki testom F2 oraz F3, mozna wysuna¢ wnioski potwierdza-
jace lub odrzucajgce nasze podejrzenia dotyczace manipulacji wartosciami
faktur. W przypadku przeanalizowanego zestawu danych zauwazy¢ mozna,
ze faktury, ktorych kwoty rozpoczynaja sie od sekwencji ,450" stanowig pe-
wien koszt staty, wystepujacy cyklicznie, bedgcy optata tej apteki wzgledem
biura rachunkowego Swiadczacego swoje ustugi. Faktury wystawiane byty
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od poczatku badanego okresu, a zatem od 2006, az do konca 2011 roku
w miesiecznych odstepach. Wiekszos¢ firm korzysta z ustug biur rachunko-
wych, ktore wystawiajg regularne rachunki na z géry wynegocjowane kwo-
ty zalezne m.in. od ilosci dokumentéw danej firmy w ciggu miesigca. Zatem
w tym przypadku, czeste wystepowanie faktur opiewajacych na state kwoty
nie powinno wzbudza¢ podejrzen. Przed wykonaniem analizy nalezy poznac
specyfike danych oraz obszar dziatalnosci firmy, aby umie¢ zinterpretowac
prawdopodobne anomalie.

Ostatni przeprowadzony test (L1) pokazuje czestosci wystepowania cyfr
na ostatniej pozycji znaczacej. Kazda cyfra od O do 9 powinna wystepo-
wac z jednakowym prawdopodobiefstwem. Na rysunku 5.6 mozna jed-
nak zauwazy¢ znaczne odchylenia pomiedzy wartosciami empirycznymi
a teoretycznymi. W szczegd6lnosci cyfra O wystepuje stosunkowo rzadko na
ostatniej pozycji znaczacej wzgledem teoretycznego rozktadu (odchylenie
wynosi 8,0 %). Natomiast cyfra 2 wystepuje zbyt czesto — réznica wynosi
ok. 2,4 %.

Rys. 5.6. Czestos¢ wystepowania cyfr na ostatniej znaczqcej pozycji

15 Test [1

Powyzej przedstawiona zostata interpretacja badania na podstawie ana-
lizy graficznej. Tabela 5.1 zawiera zestawienie miernikdw podobienstwa
M1- M5 rozktadu empirycznego z rozktadem Benforda oraz testy zgodno-
Sci: test chi-kwadrat oraz trzy wersje testow Kotmogorova—Smirnova.

Wyniki testu chi-kwadrat wskazujg na brak zgodnosci rozktadu empi-
rycznego z teoretycznym rozktadem Benforda we wszystkich testach z wy-
jatkiem F3, dla ktérego wartod¢ (16,0) jest mniejsza od wartosci krytycznej
(16,9) na poziomie istotnosci rownym 0,05. Warto$¢ krytyczna dla testu
F2 (16,9) jest niewiele mniejsza od wartosci testu (20,8), a zatem w tym
przypadku moglibysmy zastanowi¢ sie nad przyjeciem hipotezy o zgodno-
Sci dwoch rozktadéw. W pozostatych testach wartos¢ statystyki testowej
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przekracza kilkakrotnie wartos¢ krytyczng na poziomie istotnosci réwnym
0,05, co Swiadczytoby o braku zgodnosci badanych rozktadow.

Przypatrujac sie blizej wynikom testébw Kotmogorova—-Smirnowa mo-
zemy dojs¢ do podobnych wnioskéw jak w przypadku testu chi-kwadrat.
Jedynie dla testow F2 oraz F3 mozemy moéwi¢ o zgodnosci rozktadu empi-
rycznego z rozktadem Benforda zaréwno na poziomie istotnosci 0,05, jak
i 0,01. Wartodci statystyk testowych w pozostatych testach przewyzszaja
wartosci krytyczne.

Zaprezentowane testy nalezg do najczesciej wykorzystywanych narzedzi
weryfikacji zgodnosci dwéch rozktadéw. Niestety, w przypadku prawa Ben-
forda wydajg sie nie znajdowac praktycznego zastosowania. Wynik testu
chi-kwadrat zalezy od liczby obserwacji, a zatem w przypadku duzych zbio-
réw danych, z jakimi mamy do czynienia dokonujac analizy rozktadéw cyfr,
wartos¢ statystyki bedzie stosunkowo szybko wzrasta¢ wraz ze wzrostem
liczby obserwacji.

W przypadku badan przeprowadzanych za pomocg analizy Benforda,
warto skupic sie na wynikach testu z (tab. 5.2). Wyznacza on odchylenia
pomiedzy rozktadem czestosci wystepowania poszczegdlnych cyfr lub se-
kwencji cyfr na danych pozycjach a czestosciami wzorcowymi, wynikajgcymi
z prawa rozktadu cyfr.

W przypadku testu F1, najwiekszym odchyleniem odznacza sie cyfra ,1”
(10,08) a najmniejszym ,9” (0,18). Spostrzezenia te potwierdza rysunek
5.1, na ktérym wyraznie widac réznice pomiedzy rozktadem empirycznym
a rozktadem Benforda dla ,1".

Test z wskazat niezgodnos¢ badanych rozktadéw w przypadku siedmiu
sposrod dziewieciu badanych cyfr zaréwno na poziomie istotnodci o = 0,05
jak io=0,01. Wyniki dla cyfr 3" oraz ,9” sg mniejsze od zadanych wartosci
krytycznych, a zatem wskazujg na zgodnos¢ rozktadéw.

Dla testu F2 najwieksza réznicg odznacza sie cyfra ,5” (3,01), natomiast
dla testu F3 cyfra ,0” (2,23). Wartoci obu odchylen sugeruja niezgodnos¢
badanych rozktadéw cyfr na poziomie istotnosci 0,05 (test F2 i F3) oraz
0,01 (test F2). Powyzsze wyniki poréwna¢ mozna z rysunkami 5.2 i 5.3
(czestos¢ wystepowania cyfr na drugiej pozycji znaczqcej).

Zgodnie z tym, co przedstawia rysunek 5.6, najwiekszym odchyleniem
w przypadku testu L1 odznacza sie cyfra ,0” (19,59). Nie jest to jednak
jedyne odchylenie, gdyz test z wskazuje na 5-6 obszaréw niezgodnosci,
w zaleznosci od przyjetego poziomu istotnosci.

Test F2, badajacy rozktad cyfr na pierwszych dwéch pozycjach znacza-
cych, wymaga wyznaczenia 90 statystyk testu z wynikajacych z liczby kom-
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Rozdziat 5

binacji cyfr, ktére moga sie pojawic. Jak ukazuje tabela 5.2, w przypadku
tego testu mamy do czynienia z 27 (=0,05) lub 15 (a=0,01) obszara-
mi niezgodno3ci. Z uwagi na koniecznos¢ wyznaczenia 900 statystyk testu

z dla testu F3, wyniki nie zostaty tu zaprezentowane.

150



961 9'¢ L't v'e [ L'l 4 6'¢ 9 4 96l Xew
857 9%l 5 1290] 580 €70 (R4 4 8Ll L1'0 880 €L0 85l 06-C14
80'9 €L0 80'L 9¢€0 wo 1'0 750 6’ 80 €00 80'9 08-¢l4
€0' Lo 99l 8v'0 650 €0°€ 89'l 8l'0 151 €€ L0 0.-C14
494 L1 Lo L0 4 61 80°0 v€0 194 84’1 'L 09-¢l4
9Lt 65'¢ 0 Ll L0 v'0 870 91 €5l 9Lt Sy’ 05-¢14
€Ll v'e gl 17’z Lyl €Ll 697 vl 60 85t 590 0r-C14
L6 650 50 o L0'] A €80 150 16 610 Al 0e-C14
br'e LE0 4 e 8¢l 80 50 €6'L vl 9zt LE0 0¢-Cl4
Sl L s €'l il €87 6v'l 97 s 957 81 96'¢ e 0l=Cl4
S 9 6561 ’l 124 0 [ (87 ¢ 'l 9 1340 6561 1
0 | 144 660 96'0 LE0 990 LL0 570 560 €20 690 €t S|
L | 10° 'l 240 6C'L 40 10°¢ 16'L 161 €L0 9¢'l 8'l ad
L L 8001 810 w'e 197 vy 6E'S 769 L't 8y 8001 - 14

aMosupUl) aupp — 2 13] '7°G qoj

¥0¢ MAYS 917 | 88| 9l 9 9 0l 0 691 | €y | - | - | 86 | 6'Lz| 67 | 880 | L'LL| 914G
06'8/1 | “uny b0 | SI'L | 180 | | oL | 2900 | 691 | 9l - | - | 9L | v9 | ¥90 | 70 | 8 | €86¢
€567 MpIS | g0 | 650 | 70 | L 0L | €00 | 691 | 80z | 0 [880] 1'687 | €9 | €90 | 70 | &S | SSes
cly e 9y | 98 | e 6 9 | 006 | 0 6696 | L'LbSL| 0 [7690 | 61/9L1| 1'0S| 00| 0 | ¥'67| €86¢
07'25¢ b~ uiw Ly | v's | 8¢ I yZ | 06 0 41! Izve | 0 | vE60 | €00l | vZz| LE0 | €00 | 907 | SSZS
068 8% Xew 8y | 679 | SbY L L 6 0 GSL | 876l | 0 960 | 166 | L'6L| 657 | 980 | S9L| PL¥S
‘wejed Jegs €Y | TS | 1SN | 100-2 |s0'0-z| ¥ | (y)d |so'o-mp| mp [ (a)d| 4 SW | YW | EN | TW | LN u
% [-] ew - | 91| 9| o 100=p 13pyuo) | :324n0S | | A4

amosupuly aupp — psoupobz A1saj *| G ‘qo]






Zakonczenie

W monografii przedstawiono metody i narzedzia weryfikacji rzetelnosci
danych Zrédtowych wykorzystujace prawa rozktadu cyfr znaczacych. Meto-
dy te mozna stosowac dla danych spetniajgcych okreslone warunki. Jednym
z nich jest ograniczenie analizy do danych w skali ilorazowej o duzym za-
kresie zmiennosci.

Autorzy niniejszej pracy postawili sobie zadanie sprawdzenia, czy moz-
na opracowac podobne procedury weryfikacji danych dla potrzeb e-lear-
ningu. Gtéwnie chodzi tu o ocene wiarygodnosci danych uzyskiwanych
w badaniach ankietowych na temat opinii uzytkownikéw o kursach e-lear-
nigowych. Podobny problem wystepuje przy ewaluacji standardowych za-
je¢ dydaktycznych, gdzie z zatozenia przyjmuje sie, ze wszystkie pozyskane
opinie s3 rzetelne i wiarygodne. Generalnie problem jest znacznie szerszy
i dotyczy wszelkich badan ankietowych. Mozna tu sformutowac postulat
utworzenia odrebnej dziedziny wiedzy, ktérg mozna okresli¢ mianem ankie-
tometrii. Jednym z jej zadan bytby pomiar rzetelnosci danych ankietowych,
a takze sposoby zwiekszenia stopnia ich wiarygodnosci.

Automatyczne przeniesienie procedur opartych na prawie Benforda jest
w tym przypadku nieuzasadnione, gdyz dane ankietowe na ogét sg pomia-
rami na skalach stabszych (rangowa, nominalna, dychotomiczna). Tym nie-
mniej mozna tu podjg¢ préby opracowania narzedzi zblizonych do metod
przedstawionych w niniejszej monografii.

Dla przyktadu, jezeli w pytaniach ankiety ewaluacyjnej stosowana jest
skala nominalna:

[1] zdecydowanie tak,

[2] raczej tak,

[3] raczej nie,

[4] zdecydowanie nie,
oraz z wczesniejszych badan dysponuje sie szacunkami pozwalajgcymi usta-
li¢ kolejnos¢ tych wariantéw wg czestosci ich pojawiania sie np. [2], [1], [3],
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[4], to mozna zaproponowac nastepujgcg procedure weryfikacji rzetelnosci
ankiet.

1. W kazdym pytaniu kontrolnym wykorzystanym do weryfikacji ankiet
zmienia sie numeracje wariantbw przypisujgc wariantom czestszym
niskie numery i vice versa. W powyzszym przyktadzie numeracja wa-
riantow bytaby nastepujaca: [1] raczej tak, [2] zdecydowanie tak, [3]
raczej nie, [4] zdecydowanie nie;

2. Dla kazdej ankiety wyznacza sie parametr bedacy iloczynem nume-
réw oznaczajacych warianty wskazane przez ankietowanych [X]. Mini-
malna warto$¢ tego parametru réwna jest 1 i oznacza sytuacje, gdy
w danej ankiecie na wszystkie pytania kontrolne zawsze wskazywano
warianty najczesciej wybierane, ktérym przypisano numer [1]. War-
tos¢ maksymalna, to iloczyn numeréw oznaczajgcych najrzadziej spo-
tykane warianty, np. przy 10 pytaniach majgcych po 4 warianty jest
to 4"10=1 048 576;

3. Dokonuje sie analizy rozktadu wartosci parametru X. Nalezy oczeki-
wac, ze czesciej bedg sie pojawiaty ankiety z mniejszymi wartosciami
iloczynu X niz wiekszymi;

4. Zbiér ankiet mozna uznac za wiarygodny, jezeli rozktad parametru X
ma charakter monotoniczny, jezeli natomiast wartosci tego parame-
tru wskazuja na istnienie odrebnych skupisk, to podzbiér lub podzbio-
ry ankiet o najwyzszych wartosciach iloczynu X nalezy wyeliminowac
z badan jako mato wiarygodne.

Zaproponowana metoda pozwala na przeprowadzanie analiz o podob-
nym charakterze, jak w przypadku prawa Benforda. Z pomiaréw w skali
nominalnej uzyskuje sie skale o duzym zakresie zmiennosci, a przedmiotem
analizy jest parametr, ktéry z definicji czesciej przyjmuje raczej niskie war-
tosci niz wysokie.

Jezeli opisana wyzej metoda sprawdzi sie w praktyce, to mozna jg sto-
sowac we wszystkich badaniach ankietowych i sondazowych, Skutecznosé
metody mozna zweryfikowa¢ na dowolnych danych ankietowych uzyski-
wanych w drodze powtarzanych cyklicznie sondazy, na podstawie ktérych
mozna ustali¢ kolejnos¢ wariantéw pytah wg czestosci ich pojawiania sie.
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i opublikowanych przed 1970 rokiem

S. Newcomb (1881)

Note on the frequency of use of the different digits in natural numbers
American Journal of Mathematics 4(1), p. 39-40.

INTRODUCTION: That the ten digits do not occur with equal frequency must be
evident to any one making much use of logarithmic tables, and noticing how much
faster the first pages wear out than the last ones. The first significant figure is oftener
1 than any other digit, and the frequency diminishes up to 9. The question naturally
arises whether the reverse would be true of logarithms. That is, in a table of anti-
logarithms, would the last part be more used than the first, or would every part be
used equally? The law of frequency in the one case may be deduced from. that in the
other. The question we have to consider is, what is the probability that if a natural
number be taken at random its first significant digit will be n, its second n’, etc.
Subject Area(s): General Interest.

E.G. Boring (1920)

The logic of the normal law of error in mental measurement

American Journal of Psychology 31, p. 1-33.

INTRODUCTION: No amount of practically successful “mental measurement” in labo-
ratories, school-systems, factories or the army can relieve us, if we do not wish to
waste time, of the necessity of stopping, every so often, to take account of first
principles. Psychophysics, with more than half a century of history to its credit, has
repeatedly found the need to eliminate its logically unfit and reorganize its forces: it
is a long cry from the principle of the just noticeable difference to the principle of the
psychometric function. The mental test as a new- comer had first to prove its right
to consideration. Now that it has been accepted it must pass under the critical eye
and learn to conform. And what needs to be said, in way of ad- monition, applies
especially to the mental test, although for no other reason than that the mental test
is the lustiest form of mental measurement that one meets today. It, especially, merits
a discriminating encouragement.

Subject Area(s): Psychology.

F Benford (1938)

The law of anomalous numbers

Proceedings of the American Philosophical Society 78, p. 551-572.

ABSTRACT: It has been observed that the first pages of a table of common logarithms
show more wear than do the last pages, indicating that more used numbers begin
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with the digit 1 than with the digit 9. A compilation of some 20,000 first digits
taken from widely divergent sources shows that there is a logarithmic distribution
of first digits when the numbers are composed of four or more digits. An analysis
of the numbers from different sources shows that the numbers taken from unrelated
subjects, such as a group of newspaper items, show a much better agreement with
a logarithmic distribution than do numbers from mathematical tabulations or other
formal data. There is here the peculiar fact that numbers that individually are without
relationship are, when considered in large groups, in good agreement with a distri-
bution law—hence the name “ Anomalous Numbers.” A further analysis of the data
shows a strong tendency for bodies of numerical data to fall into geometric series. If
the series is made up of numbers containing three or more digits the first digits form
a logarithmic series. If the numbers contain only single digits the geometric relation
still holds but the simple logarithmic relation no longer applies. An equation is given
showing the frequencies of first digits in the different orders of numbers 1 to 10, 10
to 100, etc. The equation also gives the frequency of digits in the second, third * *
place of a multi-digit number, and it is shown that the same law applies to reciprocals.
There are many instances showing that the geometric series, or the logarithmic law,
has long been recognized as a common phenomenon in factual literature and in the
ordinary affairs of life. The wire gauge and drill gauge of the mechanic, the magni-
tude scale of the astronomer and the sensory response curves of the psychologist are
all particular examples of a relationship that seems to extend to all human affairs.
The Law of Anomalous Numbers is thus a general probability law of widespread ap-
plication.

Subject Area(s): Applied Mathematics, General Interest, Statistics.

S.A. Goudsmit and W.H. Furry (1944)

Significant figures of numbers in statistical tables

Nature 154(3921), p. 800-801.

INTRODUCTION: It is a well-known fact that most numbers in statistical tables start
with a small digit. For example, in population tables almost one third of the entries
begin with the digit 1. The same holds true for most tables of the type occurring in
the World’s Almanac.

Subject Area(s): Applied Mathematics.

W.H. Furry and H. Hurwitz (1945)

Distribution of numbers and distribution of significant figures

Nature 155(3924), p. 52-53.

INTRODUCTION: In an earlier note it is shown that the distribution of first digits of
the numbers in a table will obey a logarithmic law provided that a certain sum can
be replaced by an integral. We shall here discuss this approximation in more detail.
Subject Area(s): Probability Theory.
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L. Moser and N. Macon (1950)

On the distribution of first digits of powers

Scripta Mathematica 16, p. 290-292.

INTRODUCTION: In this note, we will prove that every finite sequence of digits ap-
pears as the first digits of some power of 2, and will generalize this result in several
directions.

Subject Area(s): Number Theory.

R.S. Pinkham (1961)

On the Distribution of First Significant Digits

Annals of Mathematical Statistics 32(4), p. 1223-1230.

INTRODUCTION: This paper is a theoretical discussion of why and to what extent the
so called “abnormal law” must hold.

Subject Area(s): Analysis, Probability Theory.

W. Weaver (1963)

The distribution of first significant digits

p. 270-277 in: Lady Luck: The Theory of Probability, Doubleday Anchor Series, New
York. Republished by Dover, 1982.

COVERTEXT: “Should | take my umbrella?” “Should | buy insurance?” “Which horse
should | bet on?” Every day — in business, in love affairs, in forecasting the weather
or the stock market — questions arise which cannot be answered by a simple “yes" or
“no”. Many of these questions involve probability. Probabilistic thinking is as crucially
important in ordinary affairs as it is in the most abstruse realms of science. This book
is the best nontechnical introduction to probability ever written.

Reference Type: Book Chapter.

Subject Area(s): Probability Theory.

R.L. Duncan (1967)

An application of uniform distributions to the Fibonacci numbers

Fibonacci Quarterly 5, p. 137-140.

INTRODUCTION: Let p_n be the number of digits of the n-th Fibonacci number, and
& = (1+ 5)/2. The object of this note is to show that both the upper and lower
bounds in (p, = 1)/log & < n-1<p,/log are attained for a set of values n having
positive density.

Subject Area(s): Number Theory.
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A.K. Adhikari and B.P Sarkar (1968)

Distributions of most significant digit in certain functions whose arguments are
random variables

Sankhya — The Indian Journal of Statistics Series B, no. 30, p. 47-58.

SUMMARY: It is empirically well established that in large collections of numbers the pro-
portions of entries with the most significant digit A is log, (A+1)/A. The property of the
most significant digit has been studied in the present paper. It has been proved that when
random numbers or their reciprocals are raised to higher and higher powers, they have log
distributions of most significant digit in the limit. The property is also demonstrated in the
limit by the products of random numbers as the number of terms in the product becomes
higher and higher. The property is not, however, demonstrated by higher roots of the
random numbers or their reciprocals in the limit. In fact there is a concentration at some
particular digit. It has been shown that if X has log distribution of the most significant
digit, so does 1/X and CX, C being any constant, under stronger conditions.

Subject Area(s): Probability Theory.

L.R. Shenton (1968)

Periodicity and density of modified Fibonacci sequences

Fibonacci Quarterly 6(2), p. 109-116.

INTRODUCTION: Periodicity of the last digit (or last two digits and so on) in a Fibo-
nacci sequence has been discussed by Geller, use being made of a digital computer,
and solved theoretically by Jarden. We may regard this as a periodic property of the
right-most significant digit(s). There is a similar property for truncated Fibonacci
sequences, the truncation being carried out prior to addition and on the right. Al-
though this seems to be a somewhat artificial procedure it is the arithmetic involved
on digital computers working in “floating point”.

Subject Area(s): Number Theory.

AK. Adhikari (1969)

Some Results on Distribution of Most Significant Digit

Sankhya — The Indian Journal of Statistics Series B, 31 (Dec), p. 413-420.
SUMMARY: This paper finds the distribution of the most significant digit of some
functions of random variables X, X,, ..., X , where these variables are independent
and distributed uniformly in (O, 1). The probability that the most significant digit
of Y is A (A=1, ..., 9) has been found, where Y_is defined as the products of the
reciprocals of n such random variables. It has been shown that this probability tends
to log, (A+1)/A as n tends to infinity. Similarly if Z_ is defined as Z =X/X/... /X,
it has been proved that the probability distribution of the most significant digit of Z_
also tends to log, (A+1)/A as n tends to infinity. More generally, it is found that if
V.V, ..,V aredefined as V,=B/X, ..., V.=V /X where B is any random variable
defined on the positive axis of the real line, the probability distribution of the most
significant digit tends to log, (A+1)/A as n tends to infinity.

Subject Area(s): Probability Theory.
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R. Bumby and E. Ellentuck (1969)

Finitely additive measures and the first digit problem

Fundamenta Mathematicae 65, p. 33-42.

ABSTRACT: The first significant digit conjecture is stated as follows: The propor-
tion of physical constants whose first significant digit lies between 1 and n, where
1 <n<9,islog,(n+1). In this connection the authors define various sets of finitely
additive set functions defined on P(N), the power set of N, where N is the set of
natural numbers, in order to find a ““reasonable” class of measures for which the
first significant digit conjecture for natural numbers would be probabilistically veri-
fied. M is the set of non—atomic measures, i.e., those which satisfy the properties
(i) u(A U B)=p(A)+u(B) for AB c N, AN B= @, (ii) u(N)=1, (iii) p({n})=0 for all
n € N. T consists of the translation invariant measures, which satisfy the additional
property that p(A)=p(A+1) for p € T and for all A < N. If Cis any class of measures
and A c N, C(A) is defined to be the set { y(A) | p € C}. The authors prove that if P
is the set of natural numbers having first significant digit equal to 1, T(P) is the entire
interval S[0,1]S, thereby showing that translation invariant measures are too general
to settle the first significant digit problem. The authors then proceed to extend the
measures contained in M and T to the class S of sparse sets, which are the sets A of
positive real numbers having the property that the cardinality of the set A N [n,n+1)
is bounded for all n € N. R, the class of scale invariant measures, is defined to consist
of those p € T for which u(A)= a u( o A ) for every A € S and every a >0. In other
words, “thinning” the set A by multiplying each element in it by a has the “reason-
able” effect of multiplying its measure by 1/a. A somewhat technical theorem is
proved which immediately implies that if R is restricted to P(N) and if P_is the set of
natural numbers whose first significant digit lies between 1 and n, then for 1 < n <
9, S(P) is the singleton log, (n+1)} which verifies the conjecture for any p € R.
Subject Area(s): Measure Theory.

R.L. Duncan (1969)

Note on the initial digit problem

Fibonacci Quarterly 7(5), p. 474-475.

INTRODUCTION: The initial digit problem is concerned with the distribution of the
first digits which occur in the set of all positive integers. If A is the set of all positive
integers with initial digit a, then the asymptotic density of A, if it exists, would provide
a suitable answer to the question “What is the probability that an integer chosen at
random has initial digit equal to a?”. However, it is easily shown that the asymptotic
density doesn't exist. The purpose of this note is to show that the logarithmic density
of A exists and is equal to log (1+1/a), where log x is the common logarithm.
Subject Area(s): Number Theory.

170



Aneks

R.A. Fairthorne (1969)

Progress in Documentation — Empirical Hyperbolic Distribtuions (Bradford-
Zipf-Mandelbrot) for Bibliometric Description and Prediction

Journal of Documentation 25(4), p. 319-343; reprinted 2005 in Journal of Docu-
mentation 61(2), 171-193.

ABSTRACT: Since 1960, and especially during the past three years, many papers have
appeared about particular manifestations and applications of a certain class of em-
pirical laws to a field that may be labelled conveniently ‘Bibliometrics’. This term, re-
suscitated by Alan Pritchard (see page 348), denotes, in my paraphrase, quantitative
treatment of the properties of recorded discourse and behaviour appertaining to it.
Subject Area(s): Statistics.

L. Kuipers (1969)

Remark on a paper by R.L. Duncan concerning the uniform distribution mod
1 of the sequence of the logarithms of the Fibonacci numbers

Fibonacci Quarterly 7, p. 465-466, 473.

INTRODUCTION: In the following we present a short proof of a theorem by RL Dun-
can.

Subject Area(s): Analysis, Number Theory.

R.A. Raimi (1969)

The Peculiar Distribution of First Digits

Scientific American 221(6), p. 109-119.

INTRODUCTION: In numbers that appear in tables of constants, lists of street ad-
dresses and similar tabulations the first digit of the number is 1 almost three times
more often than one would expect. Why?

Subject Area(s): General Interest.

J.R. Brown and R.L. Duncan (1970)

Modulo one uniform distribution of the sequence of logarithms of certain recur-
sive sequences

Fibonacci Quarterly 8, p. 482-486.

INTRODUCTION: The purpose of this paper is to show that the sequence (In V) is
uniformly distributed mod 1, where (V) is defined by a linear recurrence V., = a_
V., *..+taV, n>1, theinitial termsV,, V,, ..., V, being given positive numbers.

17 n+k-1

Subject Area(s): Number Theory.
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R. Hamming (1970)

On the distribution of numbers

Bell Syst. Tech. J. 49(8), p. 1609-1625.

ABSTRACT: This paper examines the distribution of the mantissas of floating point
numbers and shows how the arithmetic operations of a computer transform vari-
ous distributions toward the limiting distribution r(x) = 1/(x In b), 1/b<x<1, where
b is the base of the number system. The paper also gives a number of applications to
hardware, software, and general computing which show that this distribution is not
merely an amusing curiosity. A brief examination of the distribution of exponents is
included.

Subject Area(s): Applied Mathematics.
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